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Abstract
In the present doctoral thesis properties of the energy spectra and the wave func-
tions of quantum billiards with flat microwave resonators, so-called microwave
billiards, were investigated experimentally. Essentially two main issues were pur-
sued. First, the localisation of the wave functions of pseudointegrable billiards,
so-called superscars, and second, statistical properties of the nodal domains of
the wave functions of such systems have been investigated.
To realise these studies, an experimental setup for the measurement of the inten-
sity distribution of the electric field strength in microwave billiards was designed.
The underlying technique is based on the perturbation body method which had
been developed originally in the context of radar technics. With this setup the
intensity distributions of highly excited resonance states, which were not experi-
mentally accessible up to now, were measured. Using a reconstruction method,
which was developed in the framework of the present doctoral thesis, the electric
field strength distribtions and therewith the wave functions of the corresponding
quantum billiard were obtained.
The localisation properties of the wave functions of pseudointegrable systems were
studied in a symmetric barrier billiard. This is a rectangular billiard containing an
infinitely thin barrier along its symmetry line. This particular billiard was chosen
for the studies because the structure of its classical periodic orbits is especially
simple, thus facilitating the semiclassical construction of the superscar states. Due
to the symmetry of the billiard there exist two symmetry classes for its eigenstates,
namely states which are symmetric, and states which are antisymmetric with
respect to reflection about the symmetry line of the barrier billiard. Using the
measured intensity distributions the eigenvalue spectrum could be separated into
two spectra, one corresponding to the symmetric, the other to the antisymmetric
states, respectively. The spectral properties of both parts of the spectrum were
studied separately.
For all intensity distributions corresponding to symmetric states the related wave
function was reconstructed. Several wave functions with a pronounced localisation
of field intensity around a family of periodic orbits were observed. A qualitative
identification of the superscars was carried out by computing the overlap integral
of the experimental wave functions and, respectively, one of the analytically con-
structed superscar state. The agreement with the theoretical prediction is very
good as at essentially every semiclassically predicted frequency an experimental
wave function was found.
Recently, several theoretical and experimental studies showed, that the properties
of the nodal domains of the wave functions of chaotic and regular systems differ.
Accordingly, the statistical properties of the nodal domains were investigated
in the present doctoral thesis for the pseudointegrable barrier billiard. For such
systems there are still no theoretical results.
Zusammenfassung
In der vorliegenden Dissertation werden die experimentellen Untersuchungen von
Eigenschaften der Eigenenergiespektren und Wellenfunktionen von Quantenbil-
lards mit flachenMikrowellenresonatoren, sog. Mikrowellenbillards, vorgestellt. Es
werden im Wesentlichen zwei Fragestellungen verfolgt. Erstens wird die Lokali-
sierung der Wellenfunktionen in pseudointegrablen Billards, sog. Superscars, un-
tersucht, und zweitens werden die Eigenschaften von Knotengebieten der Wellen-
funktionen dieser Billards betrachtet.
Um diese Untersuchungen zu ermo¨glichen wurde eine Messapparatur zur Messung
von Intensita¨tsverteilungen des elektischen Feldes entwickelt. Die Messungen ba-
sieren auf der urspru¨nglich aus der Radartechnik stammenden und spa¨ter in der
Beschleunigerphysik eingesetzten Sto¨rko¨rpermethode. Mit diesem Aufbau konn-
ten bisher experimentell nicht zuga¨ngliche Feldintensita¨tsverteilungen von hoch
angeregten Resonanzen gemessen werden. Mit einem im Rahmen dieser Disser-
tation entwickelten Rekonstruktionsverfahren wurden aus den gemessenen Fel-
dintensita¨tsverteilungen die elektrischen Feldamplituden selbst, und damit die zu
einen Quantenbillard analogen Wellenfunktionen, bestimmt.
Insbesondere wurden mit dieser Messapparatur die Lokalisierungseigenschaften
der Wellenfunktionen pseudointegrabler Billards am Beispiel des symmetrischen
Barrierenbillards untersucht. Dies ist ein Rechteckbillard mit einer infinitesimal
schmalen Barriere entlang einer Symmetrieachse. Das Barrierenbillard wurde fu¨r
die Untersuchungen ausgewa¨hlt, weil es eine einfache Struktur der klassischen
periodischen Bahnen besitzt, welche die semiklassische Konstruktion von loka-
lisierten Zusta¨nde ermo¨glicht. Auf Grund der Symmetrie des Billards existie-
ren zwei Klassen von Eigenzusta¨nden, die einen sind symmetrisch, die anderen
antisymmetrisch. Mit Hilfe der gemessenen Feldintensita¨tsverteilungen war eine
Zerlegung des Spektrums der Eigenfrequenzen in zwei Teilspektren mit jeweils
nur symmetrischen bzw. antisymmetrischen Zusta¨nden mo¨glich. Die spektralen
Eigenschaften beider Teilspektren wurden untersucht.
Aus den Intensita¨tsverteilungen der symmetrischen Zusta¨nde wurden mit dem
Rekonstruktionsverfahren die entsprechendenWellenfunktionen ermittelt. Es wur-
den viele Wellenfunktionen mit einer ausgepra¨gten Lokalisierung der Intensita¨t
um eine Familie periodischer Bahnen beobachtet. Eine qualitative Identifizie-
rung der Superscars erfolgte durch die Berechnung eines U¨berlappintegrals zwi-
schen den experimentellen Wellenfunktionen und je einem analytisch konstruier-
ten Superscar-Zustand. Eine ausgesprochen gute U¨bereinstimmung mit der Theo-
rie wurde gefunden, fast bei jeder semiklassisch vorhergesagten Frequenz wurde
eine experimentelle Wellenfunktion mit starker Lokalisierung gefunden.
Vor kurzem wurde in einigen theoretischen und experimentellen Arbeiten festge-
stellt, dass sich die Eigenschaften der Knotengebiete der Wellenfunktionen chaoti-
scher und regula¨rer Systeme prinzipiell voneinander unterscheiden. Deshalb wur-
den in der vorliegenden Arbeit auch statistische Eigenschaften der Knotengebiete
fu¨r das Barrierenbillard untersucht. Bisher gibt es hierzu aber noch keine theore-
tischen Vorhersagen.
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1 Einleitung
Am Ende des 19. Jahrhunderts war die klassische Mechanik der Stolz der Physiker
und galt als abgeschlosseneWissenschaft. Erst Poincare´ hat in seinen Arbeiten zur
Stabilita¨t des Sonnensystems und zum Dreiko¨rpersystem [1] festgestellt, dass die
entsprechenden Bewegungsgleichungen nicht analytisch lo¨sbar sind. Die zum da-
maligen Zeitpunkt bekannten Verfahren der Sto¨rungstheorie scheiterten. Er stellte
fest, dass die Lo¨sungen der Bewegungsgleichungen in einem Dreiko¨rpersystem ex-
trem empfindlich auf kleinste A¨nderungen in den Anfangsbedingungen reagieren.
Diese extreme Empfindlichkeit bezu¨glich winziger Sto¨rungen der Anfangsbedin-
gungen fu¨r die Bewegungsgleichung definiert seitdem den Begriff
”
Chaos“. Trotz
der fundamentalen Bedeutung dieser Ergebnisse standen diese im Schatten der
rasanten Entwicklung der Quantenmechanik und der Relativita¨tstheorie. Seit den
60er Jahren des letzten Jahrhunderts hat die klassische Dynamik mit Einbezie-
hung nichtlinearer Effekte durch die schnelle Entwicklung der Rechner und durch
den Bedarf in den verschiedenen physikalisch-technischen Disziplinen wie z. B.
der Plasmaforschung (
”
Plasmaeinschluss“) [2], der quantitativen Wettervorher-
sage [3] und der Raumfahrttechnik [4, 5] eine Renaissance erlebt.
Seit den ersten Erfolgen in der Quantenmechanik versuchten Physiker den Zusam-
menhang zwischen der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik zu ver-
stehen. Dies gelang zuna¨chst nur fu¨r integrable klassische Systeme in Form der
Bohr-Sommerfeld- und Einstein-Brillouin-Keller-Quantisierung. Hiermit konnte
das Wasserstoffatom quantisiert werden, nicht jedoch das na¨chst schwierigere Sy-
stem, das Heliumatom. Erst nach Fortschritten im mathematischen Versta¨ndnis
des klassischen Chaos und durch die Feynman-Pfadintegrale gelang Gutzwiller die
semiklassische Beschreibung chaotischer Systeme [6, 7]. So entstand die Theorie
periodischer Bahnen (periodic orbit theory). Gleichzeitig wurde im Bereich der
Kernphysik durch Wigner und Dyson [8, 9] festgestellt, dass sich die chaotischen
Eigenschaften eines Atomkerns (ein Vielteilchensystem) in den Energiespektren
a¨ußern. Es wurde gefunden, dass die statistischen Eigenschaften der Energiespek-
tren, wie z. B. die Verteilung der Energieabsta¨nde benachbarter Energieniveaus,
mit denen von Zufallsmatrizen u¨bereinstimmen.
In den letzten drei Jahrzehnten haben auch sog. Billards bei diesen Betrachtun-
gen eine Rolle gespielt [10–13]. Das klassische Billard ist ein einfaches System
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(ein Einteilchensystem), mit dem die ganze Vielfalt der klassischen Dynamik mo-
delliert werden kann. Es lag nahe, Verbindungen zwischen den Eigenschaften
klassischer Billards und denen der quantenmechanischen Gegenstu¨cke zu suchen.
Bohigas, Giannoni und Schmit vermuteten [14], dass die spektralen Eigenschaften
der quantenmechanischen Systeme, deren klassische Gegenstu¨cke chaotisch sind,
ein universelles Verhalten zeigen.
Eine wichtige Rolle fu¨r das Versta¨ndnis der Manifestation der Dynamik klassi-
scher Systeme in den Eigenschaften des zugeho¨rigen quantenmechanischen Syste-
me haben experimentelle Untersuchungen gespielt. Diese Experimente nenutzen
die A¨hnlichkeit der wellenmechanischen Vorga¨nge. Die Struktur der Gleichun-
gen, die Quantenbillards und flache Mikrowellenresonatoren, sog. Mikrowellen-
billards, beschreiben, sind gleich. Dies erlaubt es, in relativ einfachen Aufbauten
die Eigenschaften von Quantenbillards mit Mikrowellenbillards zu studieren. Die
Analogexperimente werden in Kapitel 2 na¨he vorgestellt. Der Einsatz von supra-
leitenden Resonatoren macht es mo¨glich, eine große Zahl an Resonanzfrequenzen
experimentell zu bestimmen. Die Experimente an supraleitenden Resonatoren
werden im Darmsta¨dter Institut fu¨r Kernphysik durchgefu¨hrt [15–18]. Zahlreiche
hochpra¨zise Tests der Aussagen der Theorie der Zufallsmatrizen und der Theorie
periodischer Bahnen fu¨r Quantenbillards waren mo¨glich. Intensive theoretische
und experimentelle Arbeiten fu¨hrten zu einem besseren Versta¨ndnis der statisti-
schen Eigenschaften regula¨rer und chaotischer Quantensysteme.
Neben den Energieeigenwerten und deren spektralen Eigenschaften sind die Qua-
drate der Wellenfunktionen eines Quantenbillards eine zweite messbare Gro¨sse,
die wichtige Informationen u¨ber das Quantensystem entha¨lt. Die Messung der
Intensita¨tsverteilungen des elektrischen Feldes der Eigenmoden eines Mikrowel-
lenresonators ist aber mit wesentlich gro¨ßerem experimentellen Aufwand verbun-
den als die Messung der Resonanzfrequenzen [19, 20]. Die in der Beschleuniger-
physik oft verwendete Sto¨rko¨rpermethode zur Messung von Intensita¨tsverteilung
ist in der vorliegenden Arbeit fu¨r eine schnellere und zuverla¨ssigere Messung
modifiziert worden. Diese Messmethode wird ausfu¨hrlich in Kapitel 3 beschrie-
ben. In der letzten Zeit hat sich der Schwerpunkt der Forschung von vollsta¨ndig
regula¨ren bzw. chaotischen Systemen in Richtung gemischter, dissipativer und
pseudointegrabler Quantensysteme verschoben. In Systemen mit gemischter Dy-
namik koexistieren Chaos und Regularita¨t. Experimentelle Untersuchungen der
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entsprechenden Quantensysteme wurden in [20–23] durchgefu¨hrt. In [24] wur-
de das Zeitverhalten wellenmechanischer Streuechos eines offenen Streukanals
untersucht. Pseudointegrable Billards sind z. B. integrable Billards, welche ein
diffraktives Element wie z. B. einen punktfo¨rmigen Streuko¨rper enthalten. Ein
weiteres Beispiel sind Polygonbillards, in denen mindestens eine Ecke einen Win-
kel von α = πm/nmit m 6= 1 einschließt; solche Ecken werden
”
diffraktive Ecken“
genannt. Punktfo¨rmige Streuko¨rper und
”
diffraktive Ecken“ werden als Singula-
rita¨ten bezeichnet. Trifft ein klassisches Teilchen auf eine Singularita¨t, dann kann
seine Bahn nicht eindeutig fortgesetzt werden. Der singula¨re Charakter der klas-
sischen Dynamik pseudointegrabler Billards schla¨gt sich in den Eigenschaften der
Energieeigenwerte und der Wellenfunktionen des quantenmechanischen Analog-
ons nieder. Die experimentellen Ergebnisse zu den spektralen Eigenschaften des
symmetrischen Barrierenbillards sind in Kapitel 4 dargestellt. Die Eigenschaften
der Wellenfunktionen solcher Billards werden durch diffraktive Pha¨nomene an
den Singularita¨ten bestimmt. Besonders stark a¨ußert sich die Diffraktion in den
Wellenfunktionen von pseudointegrablen Polygonbillards. Diese zeigen eine stark
ausgepra¨gte Lokalisierung um Familien klassischer periodischer Bahnen, genannt
Superscars [25,26]. Die experimentelle Untersuchung dieser Lokalisierungen wird
am Beispiel des Barrierenbillards in Kapitel 5 dieser Arbeit ausfu¨hrlich diskutiert.
Chladni (1780) ist bei seinen Untersuchungen der Natur des Klangs [27] auf ein
interessantes Pha¨nomen gestoßen. Der Sand auf einer in Schwingung gebrachten
Membran (Glas- oder Metallplatte) bildet verwickelte Muster. Der Sand wird
bei Eigenschwingungen der Platte aus den Bereichen der Platte, die mit großer
Amplitude schwingen, regelrecht weggeschleudert und wandert zu den Stellen, an
denen keine Schwingung auftritt – den Knotenlinien. Aber erst fast 140 Jahre
spa¨ter hat Courant die Aufmerksamkeit der Mathematiker auf die Eigenschaften
der Knotenlinien von Eigenfunktionen einer Differentialgleichung gelenkt. In letz-
ter Zeit wurde gezeigt, dass sich die Eigenschaften der Knotengebiete von Wellen-
funktionen chaotischer und regula¨rer Billards prinzipiell voneinander unterschei-
den [28, 29]. Dementsprechend war ein Ziel der vorliegenden Arbeit ein Antwort
auf die Frage zu finden, was fu¨r Eigenschaften die Knotengebiete der Wellenfunk-
tionen in pseudointegrablen Billards besitzen. Hierzu gibt es noch keine theo-
retischen Vorhersagen. Die Ergebnisse dieser Untersuchungen sind in Kapitel 6
dargestellt.
3
2 Grundlagen
2.1 Billardsysteme
Unter einem zweidimensionalen Billard versteht man ein ebenes, geschlossenes
Gebiet, in dem sich ein punktfo¨rmiges Teilchen kra¨ftefrei entlang gerader Strecken
bewegt und bei Kollisionen mit dem Rand des Gebietes nach dem Reflexionge-
setz
”
Ausfallswinkel gleich Einfallswinkel“ reflektiert wird. Der Phasenraum des
Billards wird von den Ortskoordinaten (x, y) und den Impulsen (px, py) aufge-
spannt. Die periodischen Bahnen ko¨nnen stabil, neutralstabil oder instabil sein.
Um zwischen diesen verschiedenen Fa¨llen unterscheiden zu ko¨nnen, betrachtet
man den Abstand im Phasenraum zwischen zwei Bahnen mit a¨hnlichen Anfangs-
bedingungen. Fu¨r eine stabile Bahn bleibt der Abstand begrenzt wa¨hrend der
Zeitentwicklung, fu¨r eine neutralstabile Bahn bleibt der Abstand konstant oder
wa¨chst ho¨chstens linear mit der Zeit, und fu¨r eine instabile Bahn wa¨chst der
Abstand exponentiell mit der Zeit.
Die Dynamik des Systems ha¨ngt entscheidend von der Form des Randes ab und
la¨sst sich durch die Gesamtheit der periodischen Bahnen und ihrer Eigenschaften
vollsta¨ndig charakterisieren [30]. In Abha¨ngigkeit von der Form der Umrandung
unterscheidet man in Billards verschiedene Arten der Dynamik – regula¨r, chao-
tisch, gemischt und pseudointegrabel.
Das Rechteckbillard (s. Abb. 2.1a) ist ein Beispiel fu¨r ein System mit regula¨rer
a) b) c)
Abb. 2.1: Beispiele fu¨r die klassischen Teilchenbahnen in verschiedenen Billards.
In a) ist ein Rechteckbillard, in b) ein Stadionbillard und in c) ein
Rechteckbillard mit einer symmetrisch angebrachten Barriere (Barrie-
renbillard) gezeigt.
4
Dynamik oder, mit anderen Worten, fu¨r ein integrables System. Anfangs par-
allelversetzte Bahnen besitzen nach mehreren Reflexionen am Rand die gleiche
Bewegungsrichtung, und der Abstand zwischen den Bahnen bleibt konstant, d.h.
in solchen Systemen sind die Bahnen neutralstabil. Im Rechteckbillard gibt es
neben der Energie genu¨gend Erhaltungsgro¨ßen, z. B. |px| oder |py|, um die Bewe-
gungsgleichung integrieren zu ko¨nnen. Der Phasenraum dieses Systems ist vier-
dimensional und die Bahnen liegen im Phasenraum auf einer zweidimensionalen
Untermannigfaltigkeit mit der Topologie eine Torus [31].
Ein prominentes Beispiel fu¨r ein Billard mit chaotischer Dynamik ist das Stadi-
onbillard [11]. Wie man aus Abb. 2.1b erkennt, besitzen zwei anfangs parallel-
versetzte Bahnen nach wenigen Reflexionen am Rand verschiedene Bewegungs-
richtungen, was typisch fu¨r chaotische Bewegung ist. In diesem System gibt es
nur eine Erhaltungsgro¨ße – die Energie. Dies ist jedoch nicht ausreichend, um
die Bewegungsgleichungen zu integrieren. Als Folge dessen decken die Bahnen im
Phasenraum u¨berall dicht eine dreidimensionale Energiefla¨che ab. Dies kann als
eine Definition chaotischer Systeme betrachtet werden.
Eine andere fu¨r diese Arbeit wichtige Art der Dynamik besitzen Polygonbillards
mit rationalen Winkeln αj = πmj/nj, wobeimj und nj teilerfremde ganze Zahlen
sind. Polygonbillards mit mj = 1 wie das Rechteckbillard oder Dreiecksbillards
mit den Winkeln (π/2;π/3;π/6), (π/2;π/4;π/4) oder (π/3;π/3;π/3) geho¨ren zu
den integrablen Systemen. Wenn manche mj 6= 1 sind, dann liegen die Bah-
nen im Phasenraum jedoch auf einer zweidimensionalen Untermannigfaltigkeit
mit einer komplizierteren Topologie als der eines Torus [32]. Solche Systeme sind
nicht mehr integrabel im gewo¨hnlichen Sinne, aber auch nicht chaotisch, weil alle
Bahnen auf einer zweidimensionalen Fla¨che liegen und damit die dreidimensio-
nale Energiefla¨che nicht u¨berall dicht bedecken. Aus diesem Grund nennt man
Polygonbillards mit mj 6= 1 pseudointegrabel. Ein Beispiel fu¨r ein pseudointeg-
rables Polygonbillard, das im Rahmen der vorliegenden Arbeit behandelt wird,
ist das symmetrische Barrierenbillard [33,34]. Das symmetrische Barrierenbillard
ist ein Rechteckbillard mit der La¨nge 2lx, der Breite ly und einer infinitesimal
schmalen Barriere (s. Abb. 2.1c). Die Barriere liegt auf der Symmetrielinie x = lx
und hat eine La¨nge von ly/2, wobei ly die La¨nge der kurze Seite des Rechtecks
ist. Das symmetrische Barrierenbillard mit rationalen verha¨ltins der La¨nge der
Barriere zu Seitenla¨nge ly geho¨rt zu den sog. Veech-Polygonen [35,36]. In diesem
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Billard wird ein Bu¨ndel anfangs parallelversetzter Bahnen nach einer Reflexion
an der Spitze der Barriere unstetig aufgespalten. Jedes mal, wenn eine klassische
Bahn die Singularita¨t an der Spitze der Barriere trifft, kann sie nicht in eindeu-
tiger Weise fortgesetzt werden, so dass sich die Bahnen im Phasenraum auf einer
zweidimensionalen Fla¨che, welche die Topologie einer Spha¨re mit zwei Griffen
hat [32, 34], befinden.
Mo¨chte man Billardsysteme quantenmechanisch behandeln, so kann man nicht
mehr den klassischen Bahnbegriff zur Charakterisierung von regula¨rem, chaoti-
schem oder pseudointegrablen Verhalten benutzen, weil Ort und Impuls quanten-
mechanisch auf Grund der Heisenbergschen Unscha¨rferelation nicht mehr gleich-
zeitig definiert sind. Ein Quantenbillard wird durch die stationa¨re Schro¨dinger-
Gleichung
h¯2
2m
∆Ψn = −EnΨn (2.1)
fu¨r ein freies Teilchen der Masse m mit Dirichlet-Randbedingungen
Ψn = 0 (2.2)
fu¨r die Wellenfunktion beschrieben. Die Randbedingung (2.2) gilt auf Grund des
unendlich hohen Potentialsprungs am Rand des Billards. Das Quantenbillard wird
vollsta¨ndig durch die Eigenwerte En und die Eigenfunktionen Ψn beschrieben. In
deren statistischen Eigenschaften manifestieren sich die Eigenschaften der Dyna-
mik der klassischen Billards [12]. Dies wurde auch in anderen Quantensystemen
wie Atomen [37], Atomkernen [38] und in mesoskopischen Systemen [39] beob-
achtet.
2.2 Analogexperimente mit Mikrowellenbillards
Die Eigenschaften von Quantenbillards lassen sich in Analogexperimentenmit Mi-
krowellenresonatoren untersuchen. Diese Analogexperimente basieren auf der ma-
thematischen A¨quivalenz zwischen der Schro¨dinger-Gleichung fu¨r Quantenbillards
und der skalaren Helmholz-Gleichung. Die stationa¨ren elektrischen und magne-
tischen Feldverteilungen in einem Hohlraumresonator mit metallischen Wa¨nden
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werden durch die vektorielle Helmholtz-Gleichung [40]
(
∆+
ω2n
c2
)

~En(~r )
~Bn(~r )

 = 0 (2.3)
mit den Randbedingungen
~n× ~E = 0 und ~n · ~B = 0 (2.4)
auf der Berandung und der Kopplung
~Bn(~r ) =
i
ω
~∇× ~En(~r ) (2.5)
zwischen ~En und ~Bn beschrieben. Hierbei ist ωn die Resonanzkreisfrequenz, c die
Lichtgeschwindigkeit im Inneren des Resonators und ~n der Normalenvektor senk-
recht zum Resonatorrand. Gleichung (2.3) ist von der Struktur her a¨hnlich wie
Gl. (2.1), gilt jedoch fu¨r vektorielle Funktionen. Fu¨r einen zylindrischen Resona-
tor mit Ho¨he d bilden sich unterhalb der Grenzfrequenz
fg =
c
2d
(2.6)
nur sog. transversal magnetische (TM0) Moden aus. Fu¨r TM0 Moden existiert nur
die z-Komponente des elektrischen Feldes, und man kann ~En(~r ) = ψn(x, y) · ~ez
schreiben. Die skalare Funktion ψn(x, y) genu¨gt der zweidimensionalen Helmholtz-
Gleichung
∆ψn = −ω
2
n
c2
ψn (2.7)
mit den Dirichlet-Randbedingungen
ψn = 0. (2.8)
Das magnetische Feld ist durch Gl.(2.5) gegeben. Die Gleichungen (2.7) und (2.8)
sind mathematisch a¨quivalent zu Gleichungen (2.1) und (2.2). Damit stellen fla-
che zylindrische Hohlraumresonatoren ein Analogsystem fu¨r quantenmechanische
Billards dar, wobei fu¨r die quantenmechanische Energie En ∝ ω2n gilt. Messungen
der Resonanzfrequenzen und der entsprechenden elektrischen Feldintensita¨tsver-
teilungen erlauben eine experimentelle Untersuchung des Verhaltens in Quanten-
billards.
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Abb. 2.2: Ein Ausschnitt aus dem gemessenen Transmissionsspektrum des Bar-
rierenbillards.
Die Resonanzfrequenzen ko¨nnen in sogenannten Streuexperimenten gemessen wer-
den. In diesen betrachtet man einen Mikrowellenresonator als ein Streusystem, die
Einkopplungsantenne des Mikrowellenresonators als einen Eingangskanal a und
die Auskopplungsantenne b als einen Ausgangskanal [16, 41]. So lassen sich die
Eigenschaften des Resonators durch eine Streumatrix S(f) beschreiben, wobei f
die Frequenz der eingestrahlten Mikrowellenleistung ist. Die Streumatrixelemen-
te Sba(f) sind komplexwertige Funktionen der Frequenz. Ihr Betragsqudrat ist
gleich dem Verha¨ltnis von ausgekoppelter zu eingekoppelter Leistung
|Sba|2 = Paus
Pin
(2.9)
und Arg(Sba) ist gleich der Differenz zwischen der Phase der ausgekoppelten und
der eingekoppeltenMikrowelle. Mittels eines vektoriellen Netzwerkanalysators des
Typs HP8510-C ko¨nnen sa¨mtliche komplexen S-Matrixelemente als Funktion der
Frequenz im Frequenzbereich zwischen 45 MHz und 50 GHz mit einer Auflo¨sung
von bis zu 1 Hz gemessen werden. Werden im Experiment eine Einkopplungs-
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antenne und eine Auskopplungsantenne benutzt, so nennt man |Sba(f)|2 Trans-
missionsspektrum, wird genau eine Antenne benutzt, nennt man |Saa(f)|2 Re-
flexionspektrum. Abbildung 2.2 zeigt einen Teil des Transmissionsspektrums des
Barrierenbillards. Resonanzartige Strukturen sind deutlich erkennbar. Jede Reso-
nanz in diesem Spektrum entspricht einer Eigenfrequenz fn des Billards und hat
eine Halbwertsbreite Γn, die durch die Kopplung der Eigenfunktion an die An-
tennen und durch die Ohmschen Verluste in der Billardwand zustande kommen.
Die Resonanzkurven und damit der Resonator selbst sind durch den Gu¨tefaktor
Q = 〈 fn
Γn
〉 (2.10)
charakterisiert, der ein Maß dafu¨r ist, wie schnell die gespeicherte Energie im
Resonator abklingt.
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3 Messung von Intensita¨tsverteilungen
Experimentieren ist eine Kunst!
(A.R.)
Wie die Eigenwerte aus Gl. (2.1) spiegeln auch die Eigenfunktionen Ψn(x, y) die
Eigenschaften des Quantensystem wider. Der Satz der Eigenfunktionen {Ψn(x, y)}
entha¨lt Informationen u¨ber die Dynamik des entsprechenden klassischen Sys-
tems [16]. Die Anzahl der Knotengebiete, d.h. der Teilgebiete in welche die Wel-
lenfunktion durch Knotenlinien Ψn(x, y) = 0 unterteilt ist, ist verschieden fu¨r
integrable und chaotische Systeme [28,42]. Neben dem Satz der Eigenfunktionen
kann sogar eine einzelne Eigenfunktion Informationen u¨ber die zugrunde liegende
klassische Dynamik enthalten. Einige Eigenfunktionen zeigen eine starke Lokali-
sierung der Feldintensita¨t um eine instabile periodische Bahn, sogenannte Scars
(Narben). Dieses Pha¨nomen wurde bereits in chaotischen Systemen wie dem Sta-
dionbillard [25] und im Wasserstoffatom in einem starken magnetischen Feld be-
obachtet [43]. Eine starke Lokalisierung der Wellenfunktion um eine Familie von
periodischen Bahnen ist auch in pseudointegrablen Billards mo¨glich [26]. Alle
oben genannten sowie weitere Pha¨nomene [13, 20, 44] ko¨nnen in Analogexperi-
menten mit Mikrowellenbillards untersucht werden. Die Intensita¨tsverteilung der
elektrischen Feldsta¨rke wird mit der Sto¨rko¨rpermethode gemessen. Hierzu wird
ein Sto¨rko¨rper mit Hilfe eines Fu¨hrungsmagneten u¨ber die Billardfla¨che bewegt
und es werden Verschiebungen der Resonanzfrequenz gemessen. In Abschnitt 3.2
wird die Messmethode im Detail beschrieben.
3.1 Konstruktion des Barrierenbillards
Fu¨r Untersuchungen der statistischen Eigenschaften von Wellenfunktionen [45],
der Anzahl der Knotengebiete der Wellenfunktion [28] sowie der Eigenschaften
von Superscars [26] sind viele Wellenfunktionen mit hohen Quantenzahlen no¨tig.
Die Anzahl der Resonanzen in einem Mikrowellenbillard der Ho¨he d unterhalb der
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Grenzfrequenz fg (s. Gl. (2.6)) ist durch das erste Glied in der Weyl-Formel [12,46]
N(fg) =
A
4π
(
2π
c
fg
)2
=
A
4π
(
π
d
)2
(3.1)
gegeben, wobei A die Grundfla¨che des Resonators bezeichnet. Aus Gl.(3.1) folgt,
dass die Anzahl der im Experiment zuga¨nglichen Resonanzen mit der Resona-
torfla¨che anwa¨chst und mit der Resonatorho¨he abfa¨llt. Die Resonanzen ko¨nnen
in einem Streuexperiment nur dann aufgelo¨st werden, wenn die Resonanzbreite
deutlich kleiner als der mittlere Niveauabstand ist. Um mo¨glichst viele Resonanz-
frequenzen und die dazu geho¨rigen Intensita¨tsverteilungen messen zu ko¨nnen,
braucht man also eine Mikrowellenkavita¨t mit einem großen Gu¨tefaktor. Der
Gu¨tefaktor eines Mikrowellenresonators mit Volumen V und Oberfla¨che S des
Hohlraums ist
Q ∝ V
Sδ
, (3.2)
wobei δ die Skintiefe ist und fu¨r eine gegebene Frequenz proportional zum spezi-
fischen Widerstand der Resonatorwand [40] ist. Um eine hohe Gu¨te zu erreichen,
werden die Messungen der Resonanzfrequenzen an supraleitenden Resonatoren
vorgenommen [12,15,20,47]. Die Supraleitung verringert den spezifischen Wider-
stand des Materials der Resonatorwa¨nde drastisch, und die Gu¨ten erreichenWerte
bis zu Q = 106. In Messungen mit supraleitenden zweidimensionalen Mikrowel-
lenbillards ko¨nnen lu¨ckenlos etwa 1000 Eigenwerten [48] und in dreidimensionalen
Billards sogar bis zu 20000 [17, 18] bestimmt werden.
Es gibt zwei Hindernisse beim Einsatz der Supraleitung fu¨r Messungen der In-
tensita¨tsverteilungen: Zum einen muss der ganze mechanische Aufbau bei 4 K in
einem Vakuum funktionieren, und zum anderen zersto¨rt das statische magnetische
Feld, das fu¨r die Kopplung zwischen dem Sto¨rko¨rper und dem Fu¨hrungsmagne-
ten sorgt, die Supraleitung. Eine andere Mo¨glichkeit die Gu¨te zu erho¨hen ist,
eine Kavita¨t mit einem großen Volumen-zu-Oberfla¨che Verha¨ltnis zu bauen und
die Messungen der Intensita¨tsverteilung bei Raumtemperatur durchzufu¨hren. Fu¨r
zylindrische Resonatoren steigt einerseits die Gu¨te mit der Resonatorho¨he an (s.
Gl. (3.2)), aber die Anzahl der im Experiment zuga¨nglichen Resonanzen fa¨llt
ab. Andererseits steigt die Anzahl der Resonanzen mit der Grundfla¨che A des
zylindrisches Resonators an.
Um einen Kompromiss zwischen einer hohen Gu¨te und einer mo¨glichst großen
Anzahl an Resonanzen zu bekommen, wurde ein Resonator mit einer Fla¨che in
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Abb. 3.1: Aufbau des modularen Rechteckresonators mit der Barriere. Unten ist
der Querschnitt des Resonators skizziert.
der Gro¨ßenordnung eines Quadratmeters und einer Ho¨he von 30 mm gebaut. Im
Experiment wurde ein rechteckiger Mikrowellenresonator mit 1000 mm La¨nge,
585 mm Breite und 25 mm Ho¨he benutzt (s. Abb. 3.1). Um die Experimen-
te mit dem Barrierenbillard durchfu¨hren zu ko¨nnen, wurde eine 297 mm lange,
4 mm breite und 25 mm hohe Barriere in die Kavita¨t eingebracht. Wie in fru¨her-
en Darmsta¨dter Experimenten hat das Mikrowellenbillard einen modularen Auf-
bau [20,24,47,49]. Es besteht aus einer Deckel- und einer Bodenplatte und einem
rechteckigen Rahmen zwischen den Platten. Alle Teile sind mit M6-Schrauben
miteinander verschraubt. Der Boden und Deckel sind aus 5 mm dicken, polierten
Kupferplatten gefertigt. Der Billardrahmen besteht aus 10 zusammengeschraub-
ten Messingsegmenten. Es gelten die Randbedingungen Gl. (2.8) entlang des Ran-
des des Rechtecks und der Barriere . Der leitende Kontakt zwischen Boden und
Rahmen bzw. zwischen Rahmen und Deckel ist mittels einer Drahtschleife aus
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flussmittelfreiem Lo¨tzinn (60 % Pb / 40 % Sn) hergestellt.
Das Mikrowellenbillard hat eine Grenzfrequenz fg = 6 GHz. Unterhalb dieser Fre-
quenz liegen ca. 700 Resonanzen, der mittlere Gu¨tefaktor betra¨gt Q = 1.8 · 104
und der mittlere Niveauabstand ist 5 mal gro¨ßer als die mittlere Niveaubrei-
te. Die Messungen der Transmissionsspektren sowie der Intensita¨tsverteilungen
ha¨ngen empfindlich von den Antennenpositionen ab: Wenn die Position einer
Einkopplungs- oder Auskopplungsantenne in die Na¨he einer Knotenlinie der Ei-
genfunktion geraten, ko¨nnen die Eigenschwingungen nicht angeregt werden. Da-
her werden die entsprechenden Resonanzen im Transmissionsspektrum fehlen. Um
dies zu vermeiden, wurden am Billarddeckel fu¨nf Antennen an zufa¨llig gewa¨hlten
Orten angebracht (s. Abb. 3.1).
3.2 Messprinzip
Die experimentelle Bestimmung einer Eigenfunktion ist eine wesentlich kompli-
ziertere Aufgabe als die Messung eines Eigenwertes. Im Experiment soll die Ver-
teilung des elektrischen Feldvektors im Inneren des Resonators gemessen werden.
Dies erfolgt, wie oft in der Physik durch die Sto¨rung des physikalischen Sys-
tems. In den Experimenten mit Mikrowellenbillards haben sich zwei Methoden
etabliert. Die erste Methode basiert auf der Messung der Transmission zwischen
einer beweglichen und einer festen Antenne [19]. Diese erlaubt die Bestimmung
sowohl des Betrags der Wellenfunktion als auch ihres Vorzeichens am Ort der
beweglichen Antenne. Die Methode hat aber einen großen Nachteil, da eine der
Resonatorplatten beweglich sein muss und in Folge ein Resonator mit nur nied-
rigem Gu¨tefaktor untersucht werden kann. Damit ko¨nnen typischerweise nur die
ersten 300 Anregungszusta¨nde vermessen werden. Die zweite Methode ist die oft
in der Beschleunigertechnik verwendete Sto¨rko¨rpermethode [20,50–52]. Diese la¨ßt
den Resonatorko¨rper unvera¨ndert und erlaubt so die Verwendung von Resonato-
ren mit hohem Gu¨tefaktor. Die Sto¨rko¨rpermethode basiert auf dem Maier-Slater
Theorem [50]. Der eingebrachte Sto¨rko¨rper ist meist ein Zylinder mit geringem
Durchmesser. Er a¨ndert die Resonanzfrequenz f0 einer resonant angeregten Ka-
vita¨t. Nach dem Maier-Slater Theorem ist die verursachte Resonanzverschiebung
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Abb. 3.2: Schematischer Querschnitt durch ein Mikrowellenbillard mit Sto¨rko¨rper
und externer Positionierungseinheit.
proportional zu einer Linearkombination des Quadrats des elektrischen und des
magnetischen Feldes am Ort ~r des Sto¨rko¨rpers, also
∆f(~r ) = f0 − f(~r ) = f0
(
c1 ~E
2
n(~r )− c2 ~B2n(~r )
)
. (3.3)
Hier sind c1 und c2 Konstanten, die durch die Geometrie, die Materialeigenschaf-
ten des Sto¨rko¨rpers und seine Ausrichtung relativ zum elektrischen und magne-
tischen Feld festgelegt sind. Zur Bestimmung der elektromagnetischen Feldin-
tensita¨tsverteilung muss der Sto¨rko¨rper im Inneren des Resonators bewegt und
gleichzeitig die Verschiebung der Resonanzfrequenz ∆f bestimmt werden. In der
vorliegenden Arbeit wurde ein magnetischer Sto¨rko¨rper benutzt, der mit dem auf
einer Positionierungseinheit angebrachten Fu¨hrungsmagneten magnetisch gekop-
pelt ist. Dies ist schematisch in Abb. 3.2a illustriert.
Gemessen werden soll nur das Quadrat des elektrischen Feldes, denn nur dieses
korrespondiert zur quantenmechanischen quadrierten Wellenfunktion. Um dazu
den Beitrag des magnetischen Feldes zur Frequenzverschiebung zu minimieren,
muss der metallische Sto¨rko¨rper entlang der elektrischen Feldlinen eine wesent-
lich gro¨ßere Ausdehnung als entlang der magnetischen haben [50]. In mehreren
fru¨heren Experimenten wurde als Sto¨rko¨rper ein senkrecht zum Billardboden ste-
hender zylindrischer NdFeB-Permanentmagnet mit mo¨glichst kleiner Grundfla¨che
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eingesetzt [20, 51, 52]. Die im Rahmen von [21, 53] durchgefu¨hrten Experimen-
te haben gezeigt, dass ein zylindrischer Sto¨rko¨rper mit einem Verha¨ltnis von
Ho¨he zu Durchmesser von mehr als 4:1 nicht mehr stabil ist, d. h. er kann in
der Bewegung umkippen. In Messungen mit einem zylindrischen Sto¨rko¨rper mit
1 mm Durchmesser und 4 mm Ho¨he wurden Frequenzverschiebungen detektiert
die einem Anteil des magnetisches Feldes von bis zu 10% in Gl.(3.3) entspre-
chen. Dies macht eine Rekonstruktion der Wellenfunktion aus der gemessenen
Intensita¨tsverteilung (s. Kap. 3.4) unmo¨glich. Aus diesem Grund ist in der vor-
liegenden Arbeit ein nichtmetallischer Sto¨rko¨rper aus
”
magnetischem Gummi“
benutzt worden [54]. Dabei handelt es sich um einen gummia¨hnlichen Kunststoff,
dem vor der Polymerisation bis zu 90 Volumenprozent NdFeB-Pulver beigemischt
wurde. Die mittlere Korngro¨ße der NdFeB-Partikel betra¨gt 1.3 µm [55] und ist
vergleichbar mit der Skintiefe von etwa 1 µm der im Experiment verwendeten
Mikrowellen von 2 bis 6 GHz. Daher ist keine Ausbreitung von Wirbelstro¨men an
der Oberfla¨che des Sto¨rko¨rpers mo¨glich und damit auch keine Wechselwirkung
mit dem hochfrequenten Magnetfeld, sondern nur mit dem statischen Magnetfeld
des Fu¨hrungsmagnets. Testmessungen in einem Rechteckresonator mit einem zy-
lindrischen Sto¨rko¨rper der Ho¨he 5 mm und mit Durchmesser 2 mm zeigen typi-
sche Frequenzverschiebungen von 100 kHz bei einer Resonanzfrequenz von etwa
3 GHz. Innerhalb der Messgenauigkeit von 1 kHz wurden keine Einflu¨sse des
hochfrequenten Magnetfeldes detektiert.
3.3 Messaufbau
Das Foto in Abb. 3.3 zeigt die im Rahmen der vorgelegten Dissertation konstru-
ierte Positionierungseinheit. Sie wurde aus kommerziell erha¨ltlichen Bauteilen in
der Feinmechanikwerkstatt des Instituts gebaut. Der Elektromagnet zur Fu¨hrung
des Sto¨rko¨rpers ist auf einem Laufwagen befestigt, der mit Hilfe einer auf einer
Gewindespindel aufgefa¨delten Kugelgewindemutter entlang der Y-Achse auf einer
Fu¨hrungsschiene bewegt wird.
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Abb. 3.3: a) Das Photo der Positionierungseinheit. Unten b) ist der schematische
Aufbau, bestehend aus dem Thermostat, der Positionierungseinheit,
dem Netzwerkanalysator und dem Steuerrechner gezeigt.
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Die Gewindespindel wird durch einen Schrittmotor u¨ber einen Zahnriemen be-
trieben. Das alles zusammen bildet die Y-Lineareinheit. Die Y-Lineareinheit wird
durch eine a¨hnlich gebaute, schrittmotorgetriebene X-Lineareinheitentlang der X-
Achse gefu¨hrt. Die Positionierungseinheit erlaubt es, ein rechteckiges Gebiet von
585× 1180 mm2 mit einer Ortsauflo¨sung von bis zu 0.1 mm abzudecken. Abbil-
dung 3.3.b zeigt schematisch den Messaufbau. Die Position (x, y) des Fu¨hrungs-
elektromagneten wird u¨ber zwei rechnergesteuerte Schrittmotoren eingestellt. So-
bald die eingegebene Position erreicht ist, wird ein 3 A starker, mit 100 Hz pulsie-
render Stromstoß durch die Spule des Elektromagneten geschickt. Das gepulste
magnetische Feld verringert den Fehler in der Positionierung des Sto¨rko¨rpers, der
durch Reibung zwischen dem Billardboden und dem Sto¨rko¨rper zustande kom-
men. Die Verschiebung der Resonanzfrequenz in Abha¨ngigkeit der Position des
Sto¨rko¨rpers ∆f(x, y) wird u¨ber eine im Rahmen von [49,56] entwickelte Phasen-
messung bestimmt, die es erlaubt, auch kleine Verschiebungen der Resonanzfre-
quenz zu messen. Fu¨r kleine A¨nderungen der Resonanzfrequenz ist die Verschie-
bung der Resonanzfrequenz na¨herungsweise proportional zur Phasena¨nderung
des S-Matrixelements S12, also ∆f ∼ ∆ϕ. Der vektorielle Netzwerkanalyzator
HP8510-C erlaubt die gleichzeitige Messung der Phasenverschiebungen bei bis
zu 30 verschiedene Frequenzen. Dies ermo¨glicht eine drastische Verringerung der
Messzeit. Eine gleichzeitige Aufnahme von 30 Intensita¨tsverteilungen mit einer
ra¨umlichen Auflo¨sung von 117 × 200 Punkten dauert ca. 13 Stunden, also 1/2
Stunde pro Intensita¨tsverteilung. Die in dieser Arbeit benutzte Kavita¨t besitzt
ein deutlich gro¨ßeres Volumen als die in anderen Experimenten eingestzten Ka-
vita¨t [20, 47] und hat daher eine kleinere Dichte der elektromagnetische Energie.
Diese Tatsache spiegelt sich in sehr kleinen Werten der Resonanzamplituden im
Transmissionspektrum wider. Um das Signal-zu-Rausch-Verha¨ltnis zu verbessern,
ist ein 30 dB Leistungsversta¨rker mit einem Arbeitsbereich von 2 bis 8 GHz zwi-
schen den Netzwerkanalysator und die Kavita¨t eingebracht worden. Der Mikro-
wellenversta¨rker kann durch die von der Billard-Einkopplungsantenne reflektierte
Mikrowellenleistung zersto¨rt werden. Um das zu vermeiden, ist zusa¨tzlich ein
Mikrowellenisolator zwischen die Kavita¨t und den Versta¨rker eingesetzt worden.
Dieser la¨sst Leistung nur in eine Richtung durch und ist in der Regel nur fu¨r ein
schmales Frequenzband ausgelegt. Fu¨r die Experimente mit dem Barrierenbillard
wurden zwei kommerziell erha¨ltliche Isolatoren der Fa.
”
MECA Electronics“ be-
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nutzt, von denen einer im Frequenzbereich von 2 bis 4 GHz und der andere im
Frequenzbereich von 4 bis 8 GHz betrieben werden kann.
Die Resonanzfrequenzen des Mikrowellenresonators reagieren sehr empfindlich auf
Temperatura¨nderungen. Bei einer Temperatura¨nderung von 1 K a¨ndern sich die
Resonanzfrequenzen um bis zu 100 kHz, was vergleichbar mit der Verschiebung
der Resonanzfrequenz durch das Einbringen des Sto¨rko¨rpers ist. Um diesen Tem-
peraturdrift zu minimieren, wurde deshalb die gesamte Positionierungseinheit mit
dem Billard in einen isolierten Beha¨lter gestellt. Durch ein Peltier-Element wurde
ein geschlossener Wasserkreislauf temperaturstabilisiert, welcher u¨ber einen ein
Wa¨rmetauscher an das Billard angekoppelt wird. Somit kann die Temperatur des
Mikrowellenbillards bis auf 0.1 K konstant gehalten werden.
3.4 Rekonstruktion der Wellenfunktionen
Fu¨r viele Untersuchung von Eigenschaften der Wellenfunktionen, wie die Anzahl
der Knotengebiete oder spezieller Korrelationsfunktionen, beno¨tigt man die Wel-
lenfunktion selbst und nicht ihr Quadrat, wie es laut Gl. (3.3) aus der Messung
erhalten wird. Im Rahmen der vorgelegten Dissertation wurde daher eine Rekon-
struktionsmethode entwickelt, mit der die Wellenfunktion aus der gemessenen
Intensita¨tsverteilung bestimmt werden kann. Hier bei wurde benutzt, dass die
Wellenfunktion eines Quantenbillards mit Dirichlet-Randbedingungen entlang ei-
nes Schnitts x = x0 durch das Billard algemein als eine Sinusreihe dargestellt
werden kann. Dementsprechend kann die bei einer Resonanzfrequenz f0 gemes-
sene elektrische Feldintensita¨tsverteilung entlang einer Linie x = x0 durch das
Billard als Quadrat einer Summe von Sinusfunktionen
ψ2(x = x0, y) =
[
n∑
i=1
Ai(x0) sin(kiy)
]2
(3.4)
dargestellt werden, wobei ki = 2πi/ly, ly die La¨nge der Linie x = x0 und Ai(x0)
die Entwicklungskoeffizienten sind. Diese Wahl von ki erfu¨llt automatisch die
Dirichlet-Randbedingungen am Billardrand. Die Anzahl der Glieder in der Ent-
wicklung Gl. (3.4), die zu der Summe beitragen, ist gegeben durch die semiklas-
sische Abscha¨tzung n ∼ 2ly/λ mit λ = c/f0. Fu¨r die Bestimmung des Satzes
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Abb. 3.4: a) Die gemessene Intensita¨tsverteilung des angeregten Zustands mit
N=613 im Barrierenbillard. b) Die rekonstruierte Wellenfunktion. Die
entsprechende Farbkodierung ist jeweils rechts vom Graphen abzulesen.
von Entwicklungkoeffizienten Ai ist ein Anpassungsverfahren basierend auf dem
Levenberg-Marquardt Algorithmus [57] benutzt worden. Das nichtlineare Anpas-
sungsverfahren beno¨tigt einen anfa¨nglichen Satz von Entwicklungskoeffizienten.
Der Vektor der Entwicklungskoeffizienten wurde mit Zufallszahlen im Bereich von
-max(|ψ(x = x0, y)|) bis max(|ψ(x = x0, y)|) initialisiert. Er entha¨lt typischerwei-
se 15 bis 25 Entwicklungskoeffizienten. Das nichtlineare Anpassungsverfahren ist
nicht eindeutig, da der Levenberg-Marquardt Algorithmus nur ein lokales Mini-
mum des χ2-Wertes liefert. Um ein globales Minimum zu finden, wird das Anpas-
19
sungsverfahren fu¨r 1000 zufa¨llige generierte Anfangsvektoren durchgefu¨hrt. Der
von dem Anpassungsverfahren gelieferte Satz von Entwicklungskoeffizienten mit
dem kleinsten χ2-Wert ergibt die beste Na¨herung fu¨r die Wellenfunktion entlang
des Schnittes x = x0. Weil die Wellenfunktion stetig ist, kann man die aus die-
ser Anpassung bestimmten Koeffizienten fu¨r die na¨chstliegende Linie benutzen.
Dieses Verfahren wird solange durchgefu¨hrt, bis die vollsta¨ndige Wellenfunktion
vorliegt. Ein Beispiel fu¨r eine gemessene Intensita¨tsverteilung ist in Abb. 3.4a ge-
zeigt. Im Bereich oberhalb der Barriere kann man eine leichte Verzerrung der In-
tensita¨tsverteilung erkennen. Diese Verzerrung ist auf Ungenauigkeiten in der Po-
sitionierung des Sto¨rko¨rpers in der Na¨he der Kante der Barriere zuru¨ckzufu¨hren.
Abbildung 3.4b zeigt die entsprechende rekonstruierte Wellenfunktion. Aus dem
Vergleich von Abb. 3.4a und Abb. 3.4b erkennt man, dass die Maxima in der
Intensita¨tsverteilung sich abwechselnden Maxima und Minima der rekonstruierte
Wellenfunktion entsprechen.
3.5 Zusammenfassung des Experiments
Das Experiment mit dem symmetrischen Barrierenbillard wurde bei einer stabilen
Temperatur von 30◦C durchgefu¨hrt. Die Transmissionsspektren und die Inten-
sita¨tsverteilungen wurden in zwei aufeinander folgenden Frequenzbereichen von
2 bis 4 GHz und von 4 bis 6 GHz gemessen. Die Unterteilung in zwei Frequenzbe-
reiche erfolgte entsprechend der Arbeitsbereiche der eingesetzten Mikrowelleniso-
latoren. Um alle Resonanzen anregen zu ko¨nnen, sind die Transmissionsspektren
sowie die Intensita¨tsverteilungen in allen mo¨glichen 10 Antennenkombinationen
gemessen worden. Die Intensita¨tsverteilungen der ca. 80 Resonanzen unterhalb
von 2 GHz wurden auf Grund des starken Rauschens nicht gemessen. Die In-
tensita¨tsverteilungen im Bereich von 2 bis 4 GHz wurden mit einer ra¨umlichen
Auflo¨sung von 58 × 100 Punkten, im Bereich von 4 bis 6 GHz von 117 × 200
Punkten aufgenommen. Insgesamt wurden in beiden Frequenzbereichen zwischen
dem 80. und 680. Zustand 585 Intensita¨tsverteilungen gemessen. Im Bereich von
2 bis 4 GHz war es mo¨glich, fu¨r jede der 231 Resonanzen die entsprechende In-
tensita¨tsverteilung zu messen. Diese wurden auch fu¨r die Untersuchungen der
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spektralen Fluktuationen (s. Kap. 4) benutzt. Im Bereich von 4 bis 6 GHz war
fu¨r einige Intensita¨tsverteilungen wegen nahezu u¨berlappender Resonanzen eine
Zuordnung der Resonanzfrequenz nicht mo¨glich. Von den 290 gemessenen Ver-
teilungen, die symmetrischen Eigenfunktionen entsprechen, wurden 230 Wellen-
funktionen rekonstruiert. Fu¨r die restlichen 60 war wegen starken Rauschens oder
nahezu u¨berlappender Resonanzen eine Rekonstruktion nicht mo¨glich.
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4 Spektrale Eigenschaften des Barrie-
renbillards
Die Pseudointegrabilita¨t der klassischen Dynamik eines Polygonbillards mani-
festiert sich in seinem quantenmechanischen Gegenstu¨ck unter anderem in den
Fluktuationseigenschaften der Energieeigenwerte. Intensive numerische Untersu-
chungen der statistischen Eigenschaften der Eigenwertspektren von Polygonbil-
lards zeigen, dass diese zwischen den Grenzfa¨llen fu¨r quantenchaotische und re-
gula¨re Systeme liegen [34, 58]. Im folgenden Kapitel werden die experimentellen
Untersuchungen der spektralen Eigenschaften des Barrierenbillards beschrieben.
4.1 Struktur des Spektrums des symmetrischen
Barrierenbillards
Das Spektrum des symmetrischen Barrierenbillards entha¨lt Zusta¨nde zweier Sym-
metrieklassen. Zu einer Klasse geho¨ren Zusta¨nde, deren Eigenfunktionen symme-
trisch bezu¨glich der Symmetrielinie des Systems sind, zur anderen Zusta¨nde, de-
ren Eigenfunktionen antisymmetrisch bezu¨glich dieser Linie sind. Abbildung 4.1
zeigt die gemessenen Intensita¨tsverteilungen der 511. und der 512. Resonanz. Die
antisymmetrischen Eigenfunktionen haben entlang der Symmetrielinie eine Kno-
tenlinie, d.h. sie erfu¨llen dort die Dirichlet-Randbedingung (s. Abb. 4.1a), weswe-
gen sie von der Barriere nicht beeinflusst werden und mit den Eigenfunktionen des
Teilbillards mit Dirichlet-Randbedingungen in Abb. 4.2b u¨bereinstimmen. Dieses
Teilbillard ist ein integrables System und wird deshalb im Weiteren als integra-
bles Teilbillard bezeichnet. Die symmetrischen Eigenfunktionen hingegen werden
in nichttrivialer Weise durch die Barriere beeinflusst (s. Abb. 4.1b). Die Wel-
lenfunktion verschwindet entlang der Barriere, und entlang des Restes der Sym-
metrielinie hat sie auf Grund der Symmetrie des Billards ein lokales Maximum,
was die Neumann-Randbedingung impliziert. Die symmetrischen Eigenfunktio-
nen des Barrierenbillards stimmen alle mit den Eigenfunktionen des Teilbillards
mit gemischten Randbedingungen (s. Abb. 4.1c) u¨berein. Dieses Teilbillard wird
im Weiteren als reduziertes Barrierenbillard bezeichnet.
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a)
b)
Abb. 4.1: Im Barierrebillard gemessene Intensita¨tsverteilungen. a) Intensita¨tsver-
teilung der antisymmetrischen Eigenfunktion mit der Frequenz f511 =
5.011995 GHz. b) Intensita¨tsverteilung der symmetrischen Eigenfunk-
tion mit der Frequenz f512 = 5.003560 GHz.
4.2 Statistische Analyse des Spektrums
Die Sequenz der Resonanzfrequenzen entha¨lt neben den Informationen u¨ber die
klassische Dynamik des Systems auch Informationen u¨ber systemspezifische Gro¨ßen
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Abb. 4.2: a) Das symmetrische Barrierenbillard. Die strichpunktierte Linie deutet
die Spiegelsymmetrie des Billards an. b) Das Teilbillard mit Dirichlet-
Randbedingungen. c) Das Teilbillard mit gemischten Randbedingun-
gen. Die durchgezogene Linie deutet die Dirichlet-Randbedingungen
an, die gestrichelte die Neumann-Randbedingungen.
wie die Fla¨che, den Umfang des Billards sowie u¨ber die Randbedingungen an den
Billardra¨ndern. Ein Mikrowellenbillard mit Dirichlet-Randbedingungen, das die
Fla¨che A und den Umfang U hat, besitzt unterhalb einer gegebenen Frequenz f ,
unabha¨ngig von seiner Form insgesamt,
NWeyl(f) =
A
4π
(
2π
c
f
)2
+
U
4π
(
2π
c
f
)
+ const. (4.1)
Resonanzen [46,59]. Fu¨r ein Billard mit gemischten Randbedingungen lautet die
Weyl-Formel [34, 60]
NWeyl(f) =
A
4π
(
2π
c
f
)2
+
LN − LD
4π
(
2π
c
f
)
+ const., (4.2)
wobei LN die La¨nge des Teils des Umfangs mit Neumann-Randbedingungen ist
und LD die La¨nge des Teils mit Dirichlet-Randbedingungen. Diese Formeln geben
die unter einer Frequenz erwartete Anzahl an Resonanzen, aber nicht die genauen
Positionen der Resonanzen an. Die tatsa¨chliche Anzahl der Resonanzfrequenzen
{fi} im Spektrum eines Systems
N(f) =
∑
fi<f
θ(f − fi), (4.3)
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die sog. Treppenfunktion, fluktuiert um den durch Gl. (4.1) gegebenen Mittelwert
Nfluk(f) = N(f)−NWeyl(f). (4.4)
Diese Fluktuationen enthalten Informationen u¨ber die klassische Dynamik des
Systems [12, 18, 61]. Fu¨r die statistische Analyse der gemessenen Sequenz von
Resonanzfrequenzen muss das Spektrum zuna¨chst entfaltet werden. Unter einer
Entfaltung versteht man die Umskalierung des Spektrums auf dimensionslose
Frequenzen εi mit dem mittleren lokalen Abstand 〈si〉 = 〈εi − εi−1〉 = 1. Die
Entfaltung des Spektrums {fi} erfolgt durch die Transformation
εi = NWeyl(fi), (4.5)
wobei die Koeffizienten in Gl. (4.1) durch eine Anpassung an die experimen-
tellen Daten, d.h. an die Treppenfunktion Gl. (4.3), bestimmt werden. Mit der
durch Gl. (4.5) gegebenen Entfaltung werden die fu¨r spektrale Untersuchungen
irrelevanten systemspezifischen Informationen, wie die Fla¨che oder der Umfang
des Billards, aus dem Spektrum entfernt. Neben der Entfaltung des Spektrums
dient die Weyl-Formel auch als ein Maß, um die Vollsta¨ndigkeit der Sequenz von
Resonanzfrequenzen zu kontrollieren [48].
Um die spektralen Eigenschaften der beiden Teilbillards getrennt voneinander
untersuchen zu ko¨nnen, wurde im Frequenzbereich von 2 bis 4 GHz von der
80. bis zur 310. Resonanz jeder eine gemessene Intensita¨tsverteilung zugeordnet.
Damit ist eine Trennung in zwei Teilspektren erreicht worden. Abbildung 4.3
zeigt den fluktuierenden Anteil der Niveauanzahl im Barrierenbillard fu¨r beide
Teilspektren. Die Anpassung der Weyl-Formel Gl. (4.1) an die Treppenfunkti-
on Gl. (4.3) des Spektrums des integrablen Teilbillards ergibt fu¨r die Billard-
fla¨che Ai = 2931 cm
2 und fu¨r den Umfang Ui = 225 cm, sowie Ar = 2946 cm
2
und Ur = 185 cm fu¨r das reduzierte Barrierenbillard. Die durch Anpassung ge-
wonnenen Werte stimmen in sehr guter Na¨herung mit den tatsa¨chlichen u¨berein,
und die beiden Kurven in Abb. 4.3 fluktuieren gleichma¨ßig um Null. Dies zeigt,
dass die experimentellen Spektren lu¨ckenlos sind.
Die kurzreichweitigen Korrelationen zwischen den Eigenwerten lassen sich mit-
tels der Ha¨ufigkeitsverteilung P (s) der Absta¨nde s benachbarter Niveaus, der
sog. Na¨chste-Nachbar Abstandsverteilung (Nearest Neighbor spacing Distribu-
tion, NND) untersuchen. Fu¨r regula¨re Systeme wurde die Vermutung, dass die
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Abb. 4.3: Der fluktuierende Anteil der Niveauanzahl in den Teilbillards. Links ist
der Anteil der Niveauanzahl fu¨r das integrable Teilbillard und rechts
fu¨r das reduzierte Barrierenbillard dargestellt.
Absta¨nde si nicht korreliert sind, anhand zahlreicher Beispiele besta¨tigt [6,62,63].
Als Folge ist die NND eine Poisson-Verteilung [64]
PPoisson(s) = exp(−s). (4.6)
Im Gegensatz zu den Spektren regula¨rer Systeme sind bei chaotischen Systemen
die Absta¨nde si korreliert, und es kommt zur Niveauabstoßung, d.h. es gibt wenige
Absta¨nde, die klein gegen den mittleren Abstand 1 sind.
Die Eigenschaften der Fluktuationen chaotischer Systeme haben einen universel-
len Charakter und stimmen mit denen von Zufallsmatrizen u¨berein. Zum Beispiel
lassen sich die statistischen Eigenschaften der Eigenwertspektren von chaotischen
Systemen mit Zeitumkehrinvarianz durch die von Zufallsmatrizen des Gaußchen
Orthogonalen Ensembles (GOE) modellieren [12,14]. Die entsprechende NND ist
in guter Na¨herung durch eine Wigner-Verteilung
PGOE(s) =
π
2
s exp(−π
4
s2) (4.7)
gegeben [64, 65]. Die NND fu¨r die 117 Zusta¨nde des integrablen Teilbillards ist
im linken Teil der Abbildung 4.4 als Histogramm dargestellt. Wie zu erwarten
folgt sie der Poisson-Verteilung [66–68]. Im Gegensatz hierzu zeigt die NND fu¨r
die Zusta¨nde des reduzierten Barrierenbillards (s. rechter Teil von Abb. 4.4) eine
lineare Niveauabstoßung wie in der GOE-Verteilung und ein von der GOE ab-
weichendes Verhalten fu¨r große Niveauabsta¨nde. Dieses Verhalten wurde bereits
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Abb. 4.4: Die linke Figur zeigt die NND als Histogramm fu¨r die 117 Eigenwerten
des integrablen Teilbillards, in die rechte die NND fu¨r die 115 Eigen-
werte des reduzierten Barrierenbillards. Die strichpunktierte Kurve ent-
spricht der Poisson-Verteilung, die gesprichelte der Wigner-Verteilung,
die durchgezogene der Semi-Poisson-Verteilung
bei numerischen Untersuchungen des Barrierenbillards [34] und anderer Polygon-
billards [58] gefunden. Fu¨r die Beschreibung der NND in Polygonbillards wurde
in [58] die sog. Semi-Poisson Verteilung vorgeschlagen,
PSP(s) = 4s exp(−2s). (4.8)
Der Name Semi-Poisson ist mit der folgenden Konstruktion verbunden. Wenn
aus einer Poisson verteilten Sequenz von Na¨chste-Nachbar-Absta¨nden si eine neue
Sequenz yi = (si+1+si)/2 u¨berna¨chster Nachbarn gebildet wird, sind die Na¨chste-
Nachbar-Absta¨nde in dieser Sequenz genau entsprechend Gl. (4.8) verteilt [58,69].
Neben der NND bietet sich fu¨r die statistische Analyse die aus ihr konstruierte
integrierte na¨chste-Nachbar Abstandsverteilung
I(s) =
s∫
0
P (s′) ds′ (4.9)
an. Die integrierte NND lautet fu¨r die drei Verteilungen
IPoisson(s) = 1− exp(−s), (4.10)
IGOE(s) = 1− exp(−π
4
s2), (4.11)
ISP(s) = 1− (2s+ 1) exp(−2s). (4.12)
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Abb. 4.5: Die linke Figur zeigt die Differenz zwischen der integrierten NND I(s)
fu¨r das integrable Teilbillard und ISP(s). Die rechte Figur zeigt die glei-
che Auftragung fu¨r die integrierte NND I(s) des reduzierten Barrieren-
billards. Die gestrichelte Linie entspricht der Differenz ISP(s)− IGOE(s)
und die strichpunktierte Linie zeigt ISP(s)− IPoisson(s). Die Null-Linie
entspricht also dem Semi-Poisson Fall.
Zu den Vorteilen dieser Darstellung za¨hlt unter anderem die Unabha¨ngigkeit von
der Unterteilung des Histogramms. Um die im Experiment beobachteten Abwei-
chungen von einer GOE-Verteilung zu verdeutlichen, ist in Abb. 4.5 die Differenz
zwischen der experimentellen integrierten NND und ISP(s) dargestellt. Wenn
die experimentelle Verteilung mit der Semi-Poisson Verteilung u¨bereinstimmen
wu¨rde, dann wu¨rde die resultiernde Kurve einer um Null fluktuierenden Kur-
ve entsprechen. Die experimentelle Verteilung fu¨r das integrable Teilbillard folgt
der Kurve, die einer Poisson Verteilung entspricht, die fu¨r das reduzierte Barrie-
renbillard weicht leicht von der Nulllinie ab. Die in dieser Arbeit beobachteten
Abweichungen sind auf den begrenzten Datensatz von Eigenfrequenzen und damit
gewisse Unsicherheiten in den Verteilungen der experimentellen Eigenwertspek-
tren (jeweils nur etwa 115 Eigenwerte) zuru¨ckzufu¨hren.
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5 Superscars im Barrierenbillard
Wie bereits weiter oben angemerkt, wird die Lokalisierung der Wellenfunktionen
eines quantenchaotischen Systems um eine instabile periodische Bahn als Scar
(Narbe) bezeichnet. Scar-Wellenfunktionen wurden zum ersten Mal in den nu-
merischen Untersuchungen des Quanten-Stadionbillards von McDonald beobach-
tet [70]. Zahlreiche theoretische Arbeiten haben gezeigt, dass Scars nur fu¨r Wel-
lenfunktionen mit kleiner Zustandsnummer deutlich sichtbar sein sollen [25, 71].
Die Lokalisierung der Wellenfunktionen um eine Familie periodischer Bahnen in
pseudointegrablen Polygonbillards hat allerdings die Besonderheit, dass die aus-
gepra¨gte Lokalisierung im semiklassischem Limes nicht verschwindet. Im Gegen-
satz zu den chaotischen Systemen werden die Wellenfunktionen mit steigender
Zustandsnummer sogar sta¨rker um eine Familie von periodischen Bahnen lokali-
siert sein. Um diese Tatsache hervorzuheben, wurde in [26] diese Lokalisierung in
pseudointegrablen Polygonbillards als Superscar getauft. Im Allgemeinen wird in
Polygonbillards die visuelle Identifizierung von Superscars durch die komplizierte
geometrische Gestalt der periodischen Bahnen erschwert, nicht jedoch im symme-
trischen Barrierenbillard. In diesem Kapitel werden die experimentellen Ergeb-
nisse sowie die analytische Konstruktion der Superscar-Zusta¨nde dargestellt.
5.1 Experimentell beobachtete Superscars
In vielen der experimentell beobachtetenWellenfunktionen werden Superscars be-
obachtet. Einige Beispiele sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2 dargestellt. Alle
gezeigten Wellenfunktionen weisen eine klare Struktur auf, die auf periodische
Bahnen zuru¨ckzufu¨hren ist. Diese sind in den Abbildungen 5.1 und 5.2 jeweils
rechts angedeutet. Die Superscars in Abb. 5.1, Abb. 5.2.a, Abb 5.2.b entsprechen
Familien periodischer Bahnen, die nur einen Teil der Billardfla¨che abdecken. Als
Folge dessen sind diese Wellenfunktionen nur im entsprechenden Bereich des Bil-
lards lokalisiert. Die Superscars, die in Abb. 5.2c und Abb. 5.2d dargestellt sind,
entsprechen hingegen Familien periodischer Bahnen, die einen großen Bereich der
Billardfla¨che abdecken. Das Superscar-Pha¨nomen spiegelt die Besonderheiten der
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a)
b)
c)
d)
f338 = 4.068821 GHz
f538 = 5.137425 GHz
f587 = 5.363616 GHz
f487 = 4.884466 GHz
Abb. 5.1: Beispiele fu¨r experimentell beobachtete Superscars, die nur einen Teil
der Billardfla¨che abdecken. Die entsprechenden periodische Bahnen
sind jeweils rechts dargestellt (die Farbkodierung ist wie in Abb. 3.4b).
zu Grunde liegenden klassischen Dynamik wider, die im folgenden Unterkapitel
erla¨utert werden.
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a)
b)
c)
d)
f578 = 5.321941 GHz
f643 = 5.613193 GHz
f435 = 4.619047 GHz
f591 = 5.379975 GHz
Abb. 5.2: a), b) Beispiele fu¨r experimentell beobachtete Superscars, die nur einen
Teil der Billardfla¨che abdecken. c), d) Superscars welche die ganze Bil-
lardfla¨che abdecken. Die entsprechenden periodische Bahnen sind je-
weils rechts dargestellt (die Farbkodierung ist wie in Abb. 3.4b).
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5.2 Periodische Bahnen im symmetrischen Bar-
rierenbillard
Die in Kapitel 4 eingefu¨hrte Reduzierung des gesamten Barrierenbillard auf ein
Teilbillard (s. Abb. 4.2c) erleichtert die klassische Analyse deutlich und erlaubt
einfache geometrische Betrachtungen. Fu¨r die Analyse der Struktur der periodi-
schen Bahnen im reduzierten Barrierenbillard wird die fu¨r rationale Polygonbil-
lards u¨bliche Entfaltungstechnik eingesetzt [30,32,34,72]. Um die Orientierung des
Billards festzulegen, wird in Abb. 5.3 die linke untere Ecke des Billards mit einem
schwarzen Kreis markiert. Jedes Mal, wenn das Teilchen eine Seite des Rechtecks
trifft, wird das Billard an dieser Seite gespiegellt und die Bahn des Teilchens
in der Spiegelkopie fortgesetzt. Dieses Verfahren entspricht einem U¨bergang von
einem Koordinatensystem, das im Billard definiert ist, in eines, welches mit dem
sich fortbewegendem Teilchen verbunden ist. So kann die ganze Ebene mit Kopi-
en des Billards abgedeckt werden. Die markierten Ecken des Billards bilden ein
rechteckiges Gitter (s. Abb. 5.3). Als Ursprung des Koordinatensystems fu¨r dieses
Gitter wird die markierte Ecke des urspru¨nglichem Billards gewa¨hlt. Jeder Vek-
tor, der den Punkt (0, 0) mit den anderen Punkten des Gitters (M,N) verbindet,
definiert eine Richtung im Gitter. Alle Bahnen mit derselben Richtung geho¨ren
zu einer Familie periodischer Bahnen, welche durch ein Zahlenpaar (M,N) mit
M und N teilerfremd und die Periodenla¨nge
L =
√
(2lxM)
2 + (2lyN)
2 (5.1)
gekennzeichnet werden. Die Familien periodischer Bahnen im reduzierten Barrie-
renbillard sind in sog. Kana¨le periodischer Bahnen aufgeteilt. Jeder Kanal wird
durch die beiden Linien, die die Spitzen der Barrieren verbinden, begrenzt. Die-
se Linien werden in der Fachliteratur [26, 36] als singula¨re Diagonalen (singular
diagonals) bezeichnet.
Fu¨r das reduzierte Barrierenbillard unterscheidet man zwei verschiedene Arten
von Familien. Zur ersten Art geho¨ren Familien, die durch ein ungerades M und
beliebiges teilerfremdesN gekennzeichnet sind. Fu¨r gegebenesN undM verlaufen
ihre Bahnen je nach Anzahl der wa¨hrend einer Periode getroffenen Billardseiten
mit Dirichlet-Randbedingungen in zwei mo¨glichen Kana¨len. Diese Tatsache ist
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fu¨r die spa¨tere semiklassische Betrachtung des Billards wichtig. Ein Beispiel fu¨r
die Entfaltung einer solchen Familie periodischer Bahnen ist in Abb. 5.4 darge-
stellt. Die sich periodisch wiederholenden Teile der Kana¨le sind in verschiedenen
Grauto¨nen dargestellt. Im helleren Kanal durchquert das Teilchen wa¨hrend einer
Periode des Kanals drei Seiten mit Dirichlet-Randbedingungen, im dunkleren
vier. Jeder Kanal dieser Art hat die Breite
w =
2lxly
L
(5.2)
(0,0)
(1,0)
(0,1) (1,1)
(1,2)
(2,1)
M
N
lx
l y
Abb. 5.3: Die Entfaltung der fu¨r das Experiment relevanten Familien von pe-
riodischen Bahnen im reduzierten Barrierenbillard der La¨nge lx und
der Breite ly. Die mit verschiedenen Zahlenpaaren (M,N) (siehe Text)
gekennzeichneten Vektoren deuten die Ausbreitungsrichtungen der ver-
schiedenen Familien an. Die La¨nge der Vektoren ist gleich der Periode
L der Familie. Die Seiten mit Dirichlet-Randbedingungen wurden als
durchgezogene Linie, die mit Neumann-Randbedingungen als gestri-
chelte Linien dargestellt.
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Abb. 5.4: Entfaltung der (1,1)-Familie der periodischen Bahnen. Die sich peri-
odisch wiederholenden Teile der Kana¨le der La¨nge L und der Brei-
te w sind in verschiedenen Grauto¨nen dargestellt. In der Figur ist je
ein Beispiel fu¨r eine Teilchenbahn der La¨nge L als eine Strecke mit
Anfangs- und Endpunkt durch einen offenen Kreis dargestellt. Im hel-
leren Kanal durchquert das Teilchen wa¨hrend einer Periode drei Seiten
mit Dirichlet-Randbedingungen, im dunkleren vier Seiten.
und die Fla¨che
A = 2lxly. (5.3)
Wenn solche Kana¨le wieder zuru¨ck-gefaltet werden, decken sie nur einen Teil der
Billardfla¨che ab.
Zur zweiten Art geho¨ren Familien, die durch gerades M und dazu teilerfremdes
ungerades N gekennzeichnet sind. Ihre Bahnen befinden sich in nur einem Kanal
und alle Bahnen durchqueren wa¨hrend einer Periode die gleiche Anzahl von Bil-
lardseiten mit Dirichlet-Randbedingungen. Ein Beispiel fu¨r die Entfaltung einer
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(0,0)
(2,1)
Abb. 5.5: Die Entfaltung der (2,1)-Familie der periodischen Bahnen. Der sich
periodisch wiederholende Teil des Kanals der La¨nge L und der Breite
w ist als grauer Bereich dargestellt.
solchen Familie periodischer Bahnen ist in Abb. 5.5 dargestellt. Jeder Kanal dieser
Art hat die Breite
w =
4lxly
L
(5.4)
und die Fla¨che
A = 4lxly (5.5)
Wenn solche Kana¨le wieder zuru¨ck-gefaltet werden, decken sie die komplette Bil-
lardfla¨che ab.
5.3 Konstruktion von Superscar-Zusta¨nden
Im semiklassischen Limes der Quantenmechanik kann jede Teilchenbahn mit einer
Welle assoziiert werden. Die sich im Kanal periodischer Bahnen ausbreitendeWel-
le wird an einer unendlich langen Reihe von Abbildungen der Spitze der Barriere
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ξ
~k
ϕ
l
Abb. 5.6: Eine im periodischen Kanal laufende Welle mit dem Wellenvektor ~k
wird am periodischen Sequenz der Abbildungen der Barrierespitze ge-
streut. Die beiden singula¨ren Diagonalen sind als gestrichelte Linien
dargestellt. Die Koordinate entlang des Kanals und in der Querrich-
tung sind als ξ und η bezeichnet.
gestreut. Diese Streuung ha¨ngt von einem dimensionslosen Parameter
u =
√
klϕ (5.6)
ab [26, 73], wobei k = 2πf/c der Betrag des Wellenvektors, l der Abstand zwi-
schen den Abbildungen der Barrierenspitze und ϕ der Einfallswinkel der Wellen
(s. Abb. 5.6) ist. Fu¨r kleine Werte dieses Parameters u→ 0 und gleichzeitig großes
k →∞ ist die Amplitude der an der singula¨ren Diagonalen (der Grenze des Ka-
nals) gestreuten Welle proportional zu
√
1/k . Fu¨r wachsendes k geht also die
Amplitude der gestreuten Wellen tendenziell gegen Null, so dass die Welle an der
singula¨ren Diagonalen na¨herungsweise die Dirichlet-Randbedingung erfu¨llt [73].
Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass in der Strahlenoptik die Schattengrenze
eines parallel zur Kanalmitte strahlenden Scheinwerfers auf der singula¨ren Diago-
nalen liegt. Dementsprechend ko¨nnen im semiklassischen Limes in jedem Kanal
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na¨herungsweise Scarzusta¨nde a¨hnlich den Eigenzusta¨nden eines Hohlleiters kon-
struiert werden
Ψscarm,n(ξ, η) = e
−i km ξ · sin
(
πn
w
η
)
· χ(η). (5.7)
Hierbei ist ξ die Koordinate entlang des Kanals, η (0 < η < w) die Koordinate in
senkrecht zu ξ und w die Breite des Kanals. Die Funktion χ(η) zwingt ΨScarm,n (ξ, η)
außerhalb des Kanals auf Null (χ(η) = 1 wenn 0 < η < w, und andernfalls
χ(η) = 0). Die Frequenzen der Eigenzusta¨nde im Kanal (Gl. (5.7)) sind
fm,n =
c
2π
√
k2m +
(
πn
w
)2
. (5.8)
Fu¨r die Existenz der ausgepra¨gten Superscar-Zusta¨nde (Gl. (5.7)) mit der Fre-
quenz aus Gl. (5.8) ist es notwendig, dass der Parameter u aus Gl. (5.6) klein
wird, damit die Dirichlet-Randbedingung an der singula¨ren Diagonalen in guter
Na¨herung erfu¨llt wird. Dies wird in der Bedingung
πn
w
√
l
k
≪ 1 (5.9)
zusammengefasst. Hier wurde in Gl. (5.6) fu¨r den Einfallswinkel ϕ ≈ pη/k einge-
setzt, wobei pη = πn/w gleich dem Wellenimpuls in der Querrichtung des Kanals
und k die Wellenzahl einer Eigenfunktion des Barrierenbillards mit Frequenz f
ist. Aus dieser Bedingung (Gl. (5.9)) folgt
1 ≤ n < nmax, nmax ∼ w
√
k
l
(5.10)
Dies bedeutet, dass in einem Kanal bei steigendem k stark lokalisierteWellenfunk-
tionen mit immer gro¨ßerer Zahl n der Anregungen in Querrichtung des Kanals
existieren ko¨nnen. Dieses Verhalten steht im Gegensatz zu Scars in chaotischen
Systemen, bei denen der Beitrag der individuellen isolierten periodischen Bahn
zur Wellenfunktion mit steigender Frequenz immer kleiner wird. Um dies zu beto-
nen, haben Bogomolny and Schmit vorgeschlagen, dieses Lokalisierungpha¨nomen
Superscar 1 zu nennen [26]. Außerdem wird es fu¨r eine feste Anzahl n von Anre-
gungen in Querrichtung des Kanals Superscar-Wellenfunktionen geben, die mit
1Heller hat in einer fru¨heren Arbeit dises Wort bereits in einem anderen Zusamenhang
benutzt [25].
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steigender Frequenz f (bzw. Wellenzahl k) Familien immer la¨ngerer periodischer
Bahnen entsprechen.
Jedes Mal, wenn eine Welle im Kanal eine Billardseite mit Dirichlet-Randbe-
dingungen trifft, sammelt sie eine zusa¨tzliche Phase π auf. Wenn die periodische
Bahn wa¨hrend einer Periode L eine gerade Anzahl von Billardseiten durchquert,
impliziert dies eine periodische Randbedingung fu¨r die Funktion aus Gl. (5.7)
entlang des Kanals
e−i km ξ = e−i km ξ+L, (5.11)
wobei km in Gl. (5.8) durch die Lo¨sungen dieser trigonometrischen Gleichung
km =
2πm
L
, m = 1, 2 . . . (5.12)
gegeben ist. Wenn die periodische Bahn wa¨hrend einer Periode L eine ungerade
Anzahl an Billardseiten durchquert, hat die Funktion Gl.(5.7) eine antiperiodische
Randbedingung,
e−i km ξ = −e−i km ξ+L (5.13)
entlang des Kanals mit
km =
π(2m+ 1)
L
, m = 1, 2 . . . . (5.14)
Abbildung 5.7 zeigt als ein Beispiel die Entfaltung einer gemessenen Superscar-
Wellenfunktion (s. Abb. 5.1c). Dieser Superscar geho¨rt zur (1,1)-Familie der pe-
riodischen Bahnen und entspricht dem Kanal, der in Abb. 5.4 in hellgrau dar-
gestellt ist. Die periodische Bahn durchquert in diesem Kanal drei Billardseiten
mit Dirichlet-Randbedingungen, d.h. der entfaltete Superscar-Zustand (Gl. (5.7))
erfu¨llt die antiperiodische Randbedingung entlang des Kanals, und fu¨r seine Fre-
quenz (Gl. (5.8)) ergibt sich mit Gl. (5.14)
fm,n =
c
2π
√√√√(π(2m+ 1)
L
)2
+
(
πn
w
)2
. (5.15)
Die entfaltete Wellenfunktion hat 55 Maxima entlang des Kanals und ein Ma-
ximum in Querrichtung. Dies entspricht den Quantenzahlen m = 27 und n =
1. Die Resonanzfrequenz der gemessenen Superscar Wellenfunktion ist f587 =
38
wL
Abb. 5.7: Die Entfaltung der Superscar-Wellenfunktion des 587. Zustands. Die
entfaltete Wellenfunktion hat 55 Maxima entlang des Kanals und ein
Maximum in Querrichtung dazu.
5.363616 GHz und die fu¨r den entfalteten Superscar-Zustand berechnete Fre-
quenz ist f27,1 = 5.379975 GHz. Beide Frequenzen unterscheiden sich um we-
niger als 0.2 %. Dies und die Tatsache, dass die Amplitude der Wellenfunktion
am sta¨rksten im periodischen Kanal konzentriert ist, spricht fu¨r die in [73] ge-
machte Na¨herung durch die Annahme der Dirichlet-Randbedingung entlang der
singula¨ren Diagonalen.
Abbildung 5.1d zeigt eine andere Superscar Wellenfunktion der (1,1)-Familie,
die dem in Abb. 5.4 dunkelgrau dargestellten Kanal entspricht. Die periodi-
sche Bahn in diesem Kanal durchquert vier Mal Billardseiten mit Dirichlet-
Randbedingungen, d. h. der entfaltete Superscar-Zustand (Gl. (5.7)) hat eine pe-
riodische Randbedingung entlang des Kanals, und fu¨r seine Frequenz aus Gl.(5.8)
ergibt sich unter Verwendung von Gl.(5.12)
fm,n =
c
2π
√(
2πm
L
)2
+
(
πn
w
)2
. (5.16)
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Fu¨r einen detaillierten Vergleich zwischen experimentellen Wellenfunktionen und
konstruierten Superscar-Zusta¨nden, z. B. zur Ausrechnung eines U¨berlappinte-
grals (s. Kap. 5.4), muss der entfaltete Superscar-Zustand Gl. (5.7) wieder zuru¨ck
gefaltet werden. Diese Ru¨ckfaltung erfolgt, indem aus der Funktion Gl. (5.7)
zuna¨chst eine lineare symmetrische Kombination bezu¨glich der Billardseiten mit
Neumann-Randbedingung und anschließend eine antisymmetrische Kombination
bezu¨glich der Billardseiten mit Dirichlet-Randbedingungen konstruiert wird. Hier
wird diese Konstruktion fu¨r Superscar-Zusta¨nde im hellgrauen Kanal in Abb. (5.4)
bzw. Abb. (5.7) ausgefu¨hrt. Zuerst muss die Gl. (5.7) in ein kartesisches Koordi-
natensystem transformiert werden
Ψ(0)m,n(x, y) = Ψ
scar
m,n(x cos θ + y sin θ,−x sin θ + y cos θ). (5.17)
Hier wurde ξ = x cos θ+y sin θ, η = −x sin θ+y cos θ in Gl. (5.7) eingesetzt, wobei
θ den Neigungswinkel des Kanals bezeichnet und tan θ = Nly/Mlx ist. Entlang
der Linie x = lx muss innerhalb des Kanals die Neumann-Randbedingung (ge-
strichelte Linie) erfu¨llt sein. Dementsprechend muss aus Gl.( 5.17) eine bezu¨glich
x = lx symmetrische
Ψ(1)m,n(x, y) = Ψ
(0)
m,n(x, y) + Ψ
(0)
m,n(−(x− 2lx)y) (5.18)
Linearkombination gebildet werden. Entlang den Linien y = ly, x = 0, x =
2lx muss die Dirichlet-Randbedingung erfu¨llt sein. Dementsprechend bildet man
aus Gl. (5.18) sukzessive antisymmetrische Linearkombinationen bezu¨glich der
entsprechenden Linien
Ψ(2)m,n(x, y) = Ψ
(1)
m,n(x, y)−Ψ(1)m,n(x,−(y − 2ly))
Ψ(3)m,n(x, y) = Ψ
(2)
m,n(x, y)−Ψ(2)m,n(−x, y)
Ψscarm,n(x, y) = Ψ
(3)
m,n(x, y)−Ψ(3)m,n(−(x− 4lx), y) .
(5.19)
Diese Prozedur ist unabha¨ngig von der Reihenfolge der Ru¨ckfaltung. Die ur-
spru¨nglich komplexe Eigenfunktion des Kanals ist nach der Ru¨ckfaltung rein reell
oder rein imagina¨r. Die zuru¨ckgefalteten Superscar-Zusta¨nde in einem Teilbil-
lard mit gemischten Randbedingungen (s. Abb. 4.2c) werden symmetrisch ver-
vollsta¨ndigt, bis sie das komplette Barrierenbillard ausfu¨llen. Die langen Aus-
dru¨cke wie Gl. (5.19) fu¨r Ψscarm,n(x, y) wurden mit Hilfe des Programms fu¨r sym-
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a)
b)
c)
f587 = 5.363616 GHz
f591 = 5.379975 GHz
f643 = 5.613193 GHz
f27,1 = 5.374703 GHz
f41,1 = 5.381327 GHz
f47,1 = 5.637716 GHz
Abb. 5.8: Die gemessenen Wellenfunktionen (links) und die entsprechenden
zuru¨ck-gefalteten Superscar-Zusta¨nde (rechts). Die tatsa¨chlichen und
theoretischen Frequenzen sind jeweils angegeben. a) Superscar der
(1,1)-Familie. b) Superscar der (2,1)-Familie. c) Superscar der (1,2)-
Familie.
bolische Mathematik “Mathematica“, berechnet und auf einem Gitter in kar-
tesischen Koordinaten evaluiert. Der zuru¨ckgefaltete Superscar-Zustand erfu¨llt
die Schro¨dinger-Gleichung (2.1) u¨berall bis auf an den singula¨ren Diagonalen.
Dort sind auf Grund der Stufenfunktion χ(η) in Gl. (5.7) die erste und die zwei-
te Ableitung der Funktion Ψscarm,n(x, y) unstetig. Abbildung 5.8 zeigt gemessene
Superscar-Wellenfunktionen und die entsprechenden zuru¨ckgefalteten Superscar-
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Zusta¨nde. Die gemessenen Wellenfunktionen sind visuell in guter U¨bereinstim-
mung mit den konstruierten Superscar-Zusta¨nden. Die mittlere Abweichung zwi-
schen den berechneten und tatsa¨chlichen Frequenzen betra¨gt 0.2 % fu¨r die (1,1)-
Familie, 0.4 % fu¨r die (1,2)-Familie und 0.02 % fu¨r (2,1)-Familie. Die Abweichun-
gen zwischen berechneten und tatsa¨chtlichen Resonanzfrequenzen fu¨r die (1,1)-
und (1,2)-Familien sind deutlich gro¨ßer als fu¨r dir (2,1)-Familie, weil die Kana¨le
der ersten beiden Familien nach der Ru¨ckfaltung nur einen Teil der Billardfla¨che
abdecken, und das Wellenfeld durch die Kanalgrenze ins restliche Billard tunneln
kann. Im Gegensatz dazu deckt der Kanal der (2,1)-Familie nach der Ru¨ckfaltung
die ganze Billardfla¨che ab, dementsprechend sind die mittleren Abweichungen we-
sentlich kleiner.
5.4 Lokale Zustandsdichte
Eine typische Wellenfunktion des Barrierenbillards (siehe z. B. Abb. 3.4a und
Abb. 4.1b) kann durch mehrere Familien von Superscar-Zusta¨nden beeinflusst
werden. Ein quantitatives Maß fu¨r dieses Pha¨nomen ist das U¨berlappintegral
Cm,n(εi) =
∫
Ψscarm,n(x, y)ψεi(x, y) dxdy. (5.20)
Hierbei ist Ψscarm,n(x, y) der zuru¨ckgefaltete Superscar-Zustand, ψεi(x, y) die ge-
messene Wellenfunktion und εi die nach Gl. (4.5) reskalierte Frequenz. Um al-
le in experimentellen Wellenfunktionen {ψεi(x, y)} enthaltenen Superscars mit
einer bestimmten Anregung in Querrichtung des Kanals identifizieren zu ko¨nnen,
wurde in der Berechnung des U¨berlappintegrals n = 1 gesetzt. Fu¨r m wird der
Wert gewa¨hlt, fu¨r den die Differenz zwischen der nach Gl. (4.5) entfalteten Fre-
quenz εm,n des Superscar-Zustands Ψ
scar
m,n(x, y) und εi minimal ist. Abbildung 5.9
zeigt das Betragsquadrat der U¨berlappkoeffizienten Cm,n(εi) fu¨r zwei verschie-
dene Superscar-Familien. In der Na¨he von fast allen theoretisch vorhergesagten
Frequenzen gema¨ß Gl. (5.8), die mit Punkten markiert sind, ist eine Wellenfunk-
tion mit einem starkem Beitrag des entsprechenden Superscar-Zustands zu finden.
Die Gro¨ße des Beitrags ist proportional zur Ho¨he des Peaks.
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Abb. 5.9: Das Betragsquadrat der U¨berlappkoeffizienten in Abha¨ngigkeit von der
entfalteten Frequenz der gemessenen Wellenfunktionen fu¨r die Supers-
cars der (0,1)-Familie (oben) und (1,1)-Familie (unten). Die Punkte zei-
gen die theoretisch vorhergesagten Frequenzen der Superscar-Zusta¨nde
an.
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Fu¨r die genaue Analyse dieses Einflusses ist fu¨r gegebenes n eine Mittelung
ρn(ε) =
〈∑
i
|Cm,n(εi)|2δ(ε− εi + εm,n)
〉
m
(5.21)
u¨ber alle U¨berlappintegrale Cm,n(εi) durchgefu¨hrt worden, wobei δ(x) die Dirac-
Deltafunktion ist und 〈〉m eine Mittelung u¨ber m bedeutet.
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Abb. 5.10: Der obere Teil der Abbildung zeigt die lokale Zustandsdichte als Funk-
tion der entfalteten Frequenz fu¨r die Superscar-Familie (0,1), der un-
tere fu¨r die Superscar-Familie (1,1).
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Die u¨ber Gleichung (5.21) definierte Gro¨ße ρn(ε) wird als lokale Zustandsdichte
(Local Density of States) bezeichnet [26, 74]. Hier wurde, im Gegensatz zu den
in Abb. 5.9 dargestellten Rechnungen, m festgehalten und εi variiert. Die Del-
tafunktion in Gl. (5.21) bewirkt eine Verschiebung des Peaks um ε = εi nach
ε = εi − εm,n, so dass alle Peaks aus Abb. 5.9 um ε = 0 liegen. In Abb. 5.10 ist
die lokale Zustandsdichte fu¨r zwei Superscar-Familien dargestellt. Die lokale Zu-
standsdichte in den Graphen der Abb. 5.10 zeigt ein resonanzartiges Verhalten.
Die endliche Breite der Resonanzen bedeutet, dass die Dirichlet-Randbedingung
entlang der singula¨ren Diagonalen nur na¨herungsweise erfu¨llt ist, so dass das Wel-
lenfeld aus dem Kanal
”
herausfließen“ kann. A¨hnliche Verlustmechanismen sind
fu¨r endliche Resonanzbreiten in Mikrowellenresonatoren, Atomen und Atomker-
nen verantwortlich, deren Beschreibung durch eine Breit-Wigner Kurve sinnvoll
ist. Die Anpassung einer Breit-Wigner Kurve an die Datenpunkte ist als durch-
gezogene Linie dargestellt.
5.5 Ausblick fu¨r Superscars
Die Struktur der Familien periodischer Bahnen ist fu¨r das in dieser Arbeit disku-
tierte symmetrische Barrierenbillard einfach. Fu¨r die Untersuchung des Superscar-
Pha¨nomens stellt aber nur die Ha¨lfte seiner Wellenfunktionen zur Verfu¨gung. Fu¨r
zuku¨nftige Untersuchungen des Superscar-Pha¨nomens wird deshalb ein Barrieren-
billard mit einer asymmetrischen Anordnung der Barriere benutzt. Die Analyse
der Struktur der zugeho¨rigen Familien periodischer Bahnen ist wesentlich kompli-
zierter als im symmetrischen Barrierenbillard und alle Wellenfunktionen werden
in nichttrivialer Weise von der Barriere beeinflust.
Ein weiteres Forschungsvorhaben zu Barrierenbillards ist die Untersuchung der
Autokorrelationsfunktion von Wellenfunktionen. Fu¨r diese erwartet man fu¨r chao-
tische Systeme gema¨ß dem RPWS-Model eine Besselfunktion nullter Ordnung
J0(kr). Voruntersuchungen an Wellenfunktionen des symmetrischen Barrierenbil-
lards haben gezeigt, dass die Autokorrelationfunktion von Wellenfunktionen, die
nicht von einem Superscar-Zustand beeinflusst werden, ein a¨hnliches Verhalten
wie J0(kr) zeigen und immer sta¨rker von J0(kr) abweichen, je na¨her die Frequenz
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der Wellenfunktion bei der Frequenz eines Superscar-Zustands liegt [75].
Die Beschreibung von Superscar-Wellenfunktionen durch einen semiklassisch kon-
struierten Superscar-Zustand ist mit der Beschreibung von Riesenresonanzen in
den Atomkernen durch
”
Doorway“-Zusta¨nde vergleichbar [76, 77]. In einem ein-
fachen Bild (pha¨nomenologisch) wird eine Riesenresonanz als kollektive Anre-
gung, z. B. als Schwingung von Protonen gegen Neutronen, beschrieben. Solche
Schwingungsmoden geben nur die Energielage der Riesenresonanz in einem be-
stimmten Atomkern an, machen aber keine Aussage u¨ber die Breite der Resonanz.
Die Breite der Riesenresonanz wird durch die Summe zweier Beitra¨ge erkla¨rt.
Zum einen zerfa¨llt der Kern u¨ber den
”
Doorway“-Zustand. Zum anderen hat
der
”
Doorway“ Zustand einen endlichen U¨berlapp mit vielen Zusta¨nden, welche
komplexen Bewegungen der Nukleonen im Kern entsprechen. Statistische Aus-
sagen u¨ber den letzteren Beitrag zur Breite kann man machen, indem man den
U¨berlapp zwischen dem
”
Doorway“ Zustand und den Eigenvektoren von GOE-
Zufallsmatrizen berechnet. So wie ein zuru¨ckgefalteter Superscar-Zustand keine
Eigenfunktion der Schro¨dinger-Gleichung ist, ist der
”
Doorway“-Zustand keine
Eigenfunktion des tatsa¨chtlichen Hamiltonoperator des Atomkernes. Die A¨hnlich-
keiten zwischen Superscar-Zusta¨nden und
”
Doorway“-Zusta¨nden zeigen, dass die
lokale Zustandsdichte von Superscar-Zusta¨nden im Barrierenbillard als Analogon
zu den Riesenresonanzen in Atomkernen gesehen werden kann. Diese Analogie bie-
tet die Mo¨glichkeit zur Simulation gewisser Eigenschaften von Riesenresonanzen
in Atomkernen durch Quantenbillards der hier verwendeten Form. Entsprechende
U¨berlegungen dazu sind – analog zu einer Arbeit zur Kopplung von sog. Isospi-
nanalogresonanzen an darunter liegende Zusta¨nde [78] – in Vorbereitung [79].
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6 Knotengebiete im Barrierenbillard
6.1 Vorbemerkung
a) b) c)
Abb. 6.1: Knotengebiete verschiedener Wellenfunktionen. a) Wellenfunktion des
Rechtecksbillards mit der ZustandsnummerN = 394. b) zufa¨llige U¨ber-
lagerung ebener Wellen, welche der Wellenfunktion mit Zustandsnum-
mer N = 398 entsprechen. c) Wellenfunktion des Barrierenbillards, mit
der Zustandsnummer N = 398. Knotengebiete mit positivem Vorzei-
chen der Wellenfunktion sind in Schwarz, die mit positiven Vorzeichen
in Weiß dargestellt.
Tra¨gt man eine Wellenfunktion ΨN (x, y), welche eine Lo¨sung der Schro¨dinger-
Gleichung (2.1) ist, als Funktion von x und y auf, dann findet man Bereiche, in
denen die Wellenfunktion ein bestimmtes Vorzeichen hat, so genannte Knotenge-
biete. Knotengebiete mit unterschiedlichen Vorzeichen sind durch eine Knotenli-
nie von einander getrennt, wo ΨN(x, y) = 0 gilt. Beispiele von Knotengebieten
verschiedener Wellenfunktionen sind in Abb. 6.1 dargestellt. In Abb. 6.1a ist
ein Beispiel fu¨r die Wellenfunktion eines regula¨ren, in Abb. 6.1b fu¨r die eines
chaotischen und in Abb. 6.1c fu¨r die eines pseudointegrablen Systems gezeigt. In
den zwanziger Jahren des letzten Jahrhunderts fragte der Mathematiker Courant
als Erster, wie viele Knotengebiete die N -te Eigenfunktion einer selbstadjungier-
ten Differentialgleichung mit homogenen Randbedingungen hat. Courant bewies
folgendes Theorem [80]: Die N -te Eigenfunktion einer selbstadjungierten Diffe-
rentialgleichung (z. B. skalaren Helmholtz-Gleichung) mit homogenen Randbe-
dingungen an den Grenzen des Gebiets G hat weniger als N Knotengebiete
n(N) ≤ N, (6.1)
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wobei n(N) die Anzahl der Knotengebiete ist. Erst dreißig Jahren spa¨ter versta¨rk-
te Pleijel [81] das Courantsche Theorem durch eine asymptotische Bezihung
lim
N→∞
n(N)
N
≤
(
2
j1
)2
≈ 0.629, (6.2)
wobei j1 die erste Nullstelle der Besselfunktion J0(x) ist. Dies bedeutet, dass die
Anzahl der Knotengebiete einer Wellenfunktion mit der Zustandsnummer N wie
n(N) = aN +O(N), a ≤
(
2
j1
)2
(6.3)
skaliert.
6.2 Knotengebiete von Wellenfunktionen quan-
tenchaotischer und regula¨rer Systeme
In letzter Zeit wurden wichtige Ergebnisse fu¨r die Eigenschaften der Knotenge-
biete von Wellenfunktionen quantenchaotischer [29] und regula¨rer [28] Systeme
erzielt. Das erste Ergebnis basiert auf einem statistischen Modell fu¨r die Wellen-
funktionen chaotischer Systeme. Diese ko¨nnen im semiklassischen Limes durch
ein Modell von zufa¨lligen U¨berlagerungen ebener Wellen (Random Plane Wave
Superpositon, RPWS) beschrieben werden
Ψk(x, y) =
∑
i
cos(kx cos θi + ky sin θi + φi). (6.4)
Hier ist k die Wellenzahl, θi und φi sind zufa¨llige, auf dem Intervall [0, 2π]
gleichma¨ßig verteilte Zahlen [82]. Dieses Modell impliziert, dass die Wahrschein-
lichkeit P (Ψ) dΨ, dass die Amplitude der Wellenfunktion einen Wert Ψ annimmt,
einer Gaußverteilung
P (Ψ) dΨ =
A
2π
exp(−AΨ
2
2
) dΨ (6.5)
folgt, wobei A die Billardfla¨che ist. Nach der Transformation von Gl. (6.5) auf
die Variable y ≡ AΨ2 fu¨r das Quadrat der Wellenfunktionsamplituden ergibt sich
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Abb. 6.2: a) Kreuzung der Knotenlinien. b) und c) Mo¨gliche vermiedene Kreu-
zungen. d) Eine Realisierung der zufa¨llige Umwandlung der Kreuzun-
gen in die vermiedene Kreuzungen der Knotenlinien. Die
”
+“ und
”
-“
Zeichen bilden zwei duale Untergitter. Die durchgezogenen und gestri-
chelten geraden Strecken deuten die Verbindungen in entsprechenden
Untergittern an.
die Verteilung
P (y) dy =
1√
2π
exp(−y/2)√
y
dy. (6.6)
Diese sog. Porter-Thomas Verteilung [65] divergiert fu¨r y → 0, weshalb P (y) dy
auf die logarithmische Variable x ≡ log10 y zu
P (x) dx =
ln(10)√
2π
10x/2 exp(−10x/2) dx (6.7)
transformiert wird. Zahlreiche numerische [45, 83, 84] und experimentelle [15, 16,
85] Untersuchungen besta¨tigten die Gu¨ltigkeit des RPWS-Modells nach Gl. (6.4)
fu¨r die Wellenfunktionen chaotischer Systeme.
Bogomolny und Schmit vermuteten, dass das Muster von Knotengebieten einer
RPWS-Wellenfunktion als eine Realisierung eines Zufallsprozesses betrachtet wer-
den kann. Die mittlere Anzahl m der Nullstellen der RPWS-Wellenfunktion ent-
lang einer Geraden der La¨nge Lx ist na¨herungsweise durch die Quantisierungsbe-
dingung k¯xLx = πmx gegeben, wobei k¯x =
√
k2/2 die mittlere Wellenzahl entlang
der x-Richtung ist. Da RPWS-Wellenfunktionen keine ausgewa¨hlte Richtung be-
sitzen, gilt das auch entsprechend fu¨r die y-Richtung, k¯yLy = πmy. Die Kno-
tenlinien einer chaotischen Wellenfunktion ko¨nnen also grob als ein effektives
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rechteckiges Gitter mit der Anzahl
NSeiten = mx ·my = k
2A
2π2
=
2
π
NWeyl(k) (6.8)
an den Seiten betrachtet werden, und in jeder Zelle dieses Gitter hat die Wellen-
funktion ein Vorzeichen
”
+“ oder
”
-“ wie fu¨r die in Fig. 6.2 gezeigte Wellenfunk-
tion des Rechteckbillards. Diese Abscha¨tzung gilt jedoch nur im Mittel. Tatsa¨cht-
lich kreuzen sich die Knotenlinien von chaotischen Wellenfunktionen nicht, wie
man klar in Abb. 6.2b und 6.2c erkennt. Deshalb wird die tatsa¨chliche Wellen-
funktion fu¨r die statistische Beschreibung der Knotengebiete geschrieben als
Ψ(x, y) = Ψ¯(x, y) + δΨ(x, y), (6.9)
wobei sich die Knotenlinien der Funktion Ψ¯(x, y) kreuzen (s. Abb. 6.2a). Die
Funktion δΨ(x, y) beschreibt einen zusa¨tzlichen Beitrag, der eine Kreuzung in
eine von zwei mo¨glichen vermiedenen Kreuzungen umwandelt, wie in Abb. 6.2b
und Abb. 6.2c gezeigt. Im Rahmen einer statistischen Beschreibung der Eigen-
schaften der Knotengebiete chaotischerWellenfunktionen wird angenommen, dass
in einem rechteckigenGitter mit der Seitenzahl gema¨ß Gl. (6.8) jede Kreuzung mit
der Wahrscheinlichkeit 1/2 in eine der beiden mo¨glichen vermiedenen Kreuzun-
gen umgewandelt wird. Eine Realisierung dieses Zufallsprozesses ist in Abb. 6.2d
dargestellt. Das urspru¨ngliche Gitter besteht aus zwei dualen Untergittern, einem
”
positiven“ und einem
”
negativen“, die zugeho¨rigen Gitterpunkte liegen in der
Mitte der Zellen, die jeweils mit
”
+“ und
”
-“ gekennzeichnet sind. Wenn eine
Kreuzung in eine vermiedene Kreuzung der Art Abb. 6.2b u¨bergeht, entspricht
dies der Verbindung zweier na¨chster Gitterpunkte im
”
positiven“ Untergitter und
entsprechend keiner Verbindung im
”
negativen“ Untergitter (und umgekehrt).
Der Zufallsprozess der Umwandlung einer Kreuzung in eine vermiedene Kreu-
zung entspricht also der zufa¨lligen Entstehung einer Verbindungen in einem der
beiden Untergitter. Diese Verbindungen sind in Abb. 6.2d als durchgezogene und
gestrichelte gerade Strecken fu¨r
”
positive“ und
”
negative“ Untergitter dargestellt.
Der Zufallsprozess wird als Kantenperkolation (bond percolation) bezeichnet [86].
Jedes Gebiet von miteinander verbundenen Gitterpunkten entspricht einem Kno-
tengebiet.
Die Besonderheit dieses Zugangs ist, dass alle interessanten Gro¨ßen wie die An-
zahl der Knotengebiete oder die Ha¨ufigkeitsverteilung P (ξ) der reskalierten An-
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zahl der Knotengebiete ξN = n(N)/N analytisch berechnet werden ko¨nnen. Die
Ha¨ufigkeitsverteilung P (ξ) weist laut Perkolationsmodell die Dirac-Deltafunktion
P (ξ) = δ(ξ − a), a = 3
√
3− 5
π
≈ 0.0624 (6.10)
als Grenzverteilung auf [29], wobei a genau der Skalierungsfaktor aus Gl. (6.3)
ist. Da das RPWS-Modell universell fu¨r alle chaotischen Systeme gilt, vermuteten
Bogomolny und Schmit, dass auch das Ergebnis in Gl. (6.10) universell auf chao-
tische Systeme anwendbar ist. Allgemein gelten die analytischen Ergebnisse des
Perkolationsmodells aber nur, wenn die Anzahl der Gitterpunkte, die am Rand
des Gitters liegen, klein gegen die gesamte Anzahl an Gitterpunkten ist. Fu¨r
die statistischen Eigenschaften der Knotengebiete einer Wellenfunktion bedeutet
dies, dass die Vorhersagen erst im semiklassischen Limes der Quantenmechanik
gelten. Um den Einfluss des Billardrandes auf die Anzahl der Knotengebiete im
Perkolationsmodell zu beru¨cksichtigen, wurde in [28] eine Korrektur zu Gl. (6.3)
eingefu¨hrt
n(N) = aN + b
√
N, (6.11)
wobei b eine positive Konstante ist. Das Wurzelglied in Gl. (6.11) beschreibt die
Anzahl ν = k · U der Knotengebiete entlang des Billardumfangs U , denn aus
dem ersten Glied der Weyl-Formel Gl. (3.1) folgt k ∼ √N . Die Vorhersagen fu¨r
den Skalierungsfaktor a aus Gl. (6.10) und das Skalierungsgesetz in Gl. (6.11)
wurden in numerischen [28, 29, 42] und experimentellen [87, 88] Untersuchungen
von chaotischen Systemen besta¨tigt.
Die Wellenfunktionen integrabler Systeme ko¨nnen im semiklassischen Limes mit
dem Einstein Brilloin Keller (EBK) Quantisierungsverfahren beschrieben wer-
den. Fu¨r eine Unterklasse integrabler Systeme, na¨mlich separable Systeme, haben
Blum, Gnutzmann und Smilansky in [28] gefunden, dass die Ha¨ufigkeitsverteilung
P (ξ) ein generisches Verhalten zeigt. Im Limes N → ∞ ist fu¨r solche Systeme
P (ξ) gegeben durch
P (ξ) =


0 : ξ > ξmax
K√
ξmax−ξ
: ξ < ξmax
, (6.12)
d.h. hier hat P (ξ) eine Quadratwurzel-Singularita¨t. Dabei sind K und
0 < ξmax < (2/j1)
2 systemspezifische Konstanten [28]. Fu¨r das Rechteckbillard ist
ξmax ≈ 0.641 und der Skalierungsfaktor a ≈ 0.41.
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6.3 Knotengebiete der Wellenfunktionen im Bar-
rierenbillard
Die klassischen Eigenschaften und die Eigenschaften der Quantenenergiespektren
des Barrierenbillards liegen zwischen den Grenzfa¨llen fu¨r chaotische und regula¨re
Systeme. A¨hnliches ist fu¨r die Eigenschaften der Wellenfunktionen zu erwar-
ten. Entgegen den Erwartungen folgt die Ha¨ufigkeitsverteilung der Quadrate der
Wellenfunktionen sehr gut der Vorhersage des RPWS-Modells. Abbildung 6.3a
zeigt als Histogramm ein Beispiel der Ha¨ufigkeitsverteilung einer Wellenfunktion,
die keine Lokalisierung zeigt. Die Verteilung folgt der Porter-Thomas-Verteilung
(Gl. (6.7)). Erstaunlicherweise weichen auch die Ha¨ufigkeitsverteilungen von Su-
perscar Wellenfunktionen nicht sehr stark von der Porter-Thomas-Verteilung ab,
aber die Abweichungen sind statistisch signifikant, siehe das in Abb. 6.3b darge-
stellte Beispiel.
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Abb. 6.3: Gemessene Intensita¨tsverteilungen (links) im Barrierenbillard und ent-
sprechende Ha¨ufigkeitsverteilungen der Intensita¨ten als Histogramm
(rechts). Die durchgezogene Kurve ist die Porter-Thomas-Verteilung.
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Abb. 6.4: Die reskalierte Anzahl der Gitterpunkte in einem effektiven rechteckigen
Gitter fu¨r die Wellenfunktionen des Barrierenbillards. Die durchgezo-
gene Linie zeigt den Mittelwert der Punktwolke 〈NSeiten/N〉 = 0.636.
Die Vorhersage fu¨r das RPWS-Modell ist 〈NSeiten/N〉 = 2/π ≈ 0.637.
Um die Anwendbarkeit des Perkolationsmodells auf statistische Eigenschaften der
Knotengebiete der Wellenfunktionen des Barrierenbillards zu u¨berpru¨fen, wurde
fu¨r diese die reskalierte Anzahl der Gitterpunkte im effektiven rechteckigen Gitter
berechnet. Hierzu wurde die mittlere Anzahl der Nullstellen der Wellenfunktion
u¨ber hundert Linien in x-Richtung und die u¨ber hundert Linien in y-Richtung
fu¨r jede Wellenfunktion berechnet und diese wurden miteinander multipliziert.
Die resultierende Anzahl der Gitterpunkte ist in in Abb. 6.4 als Funktion der
Zustandsnummer gezeigt. Die durchgezogene Linie in Abb. 6.4 zeigt die Mittelung
u¨ber alle Wellenfunktionen 〈NSeiten/N〉 = 0.637. Dieser Wert stimmt sehr gut mit
dem Wert 2/π ≈ 0.636 aus Gl. (6.8) fu¨r die RPWS-Wellenfunktionen u¨berein.
Aufgrund der beiden oben beschriebenen Ergebnisse ist es sinnvoll, die Eigen-
schaften der Knotengebiete der Wellenfunktionen des Barrierenbillards mit den
Vorhersagen des Perkolationsmodells zu vergleichen. Weil die Vorhersagen die-
ses Modells erst im semiklassischen Limes gelten, wurden die Eigenschaften der
Knotengebiete im Barrierenbillard mit den Eigenschaften der Knotengebiete von
RPWS-Wellenfunktionen verglichen. Die Wellenfunktionen des RPWS-Modells
(s. Gl. (6.4)) wurden in einem Rechteck gleicher Gro¨ße wie das Barrierenbil-
lard fu¨r jedes k wie die gemessenen Wellenfunktionen evaluiert. Jede RPWS-
Wellenfunktion entspricht einer Summe u¨ber 500 Kosinuswellen mit zufa¨lligen
53
NN
n
(N
)/
N
n
(N
)/
N
0.00 0.00
0.05 0.05
0.10 0.10
0.15 0.15
0.20 0.20
0.25 0.25
00 200200 400400 600600
Abb. 6.5: Die reskalierte Anzahl der Knotengebiete n(N)/N als Funktion der Zu-
standsnummerN fu¨r das RPWS-Modell (links) und fu¨r die Wellenfunk-
tionen des Barrierenbillards (rechts). Die durchgezogene Kurve zeigt die
Anpassung der Funktion Gl. (6.13) an die Daten. Die durchgezogene
Gerade entspricht der Vorhersage des Perkolationsmodells a = 0.0624,
die gestrichelte Gerade den Wert aus der Anpassung, a = 0.058±0.003
fu¨r das RPWS-Modell und a = 0.041± 0.005 fu¨r das Barrierenbillard.
Richtungen. Die Anzahl der Knotengebiete ist mit einem Programm, in welchem
der Hoshen-Koppelman-Algorithmus [89] implementiert ist, geza¨hlt worden.
Die reskalierte Anzahl der Knotengebiete fu¨r RPWS-Wellenfunktionen und Wel-
lenfunktionen des Barrierenbillards sind in Abb. 6.5 dargestellt. Die durchgezo-
gene Kurve entspricht der Anpassung der Funktion
n(N)
N
= a+
b√
N
(6.13)
an die Datenpunkte. Der aus der Anpassung gewonnene Wert a = 0.058± 0.003
fu¨r RPWS-Wellenfunktionen stimmt gut mit der Vorhersage des Perkolations-
modells u¨berein, wa¨hrend der Wert a = 0.041 ± 0.005 fu¨r das Barrierenbillards
signifikant kleiner ist. In [28] wurde fu¨r das Stadion- und das Sinai-Billard ge-
zeigt, dass die Anzahl der inneren Knotengebiete, welche den Billardrand nicht
beru¨hren, mit wachsender Zustandsnummer schneller zum asymptotischen Wert
a = 0.624 konvergieren als die Anzahl aller Knotengebiete. Dies wurde auch fu¨r
das Barrierenbillard u¨berpru¨ft. In Abb. 6.5 ist die reskalierte Anzahl der Knoten-
gebiete fu¨r RPWS und Barrierenbillard Wellenfunktionen gezeigt. In der linken
Figur der Abb. 6.6 kann man die Konvergenz der Anzahl der inneren Knoten-
gebiete der RPWS-Wellenfunktionen mit steigender Zustandsnummer gegen die
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Abb. 6.6: Die reskalierte Anzahl der inneren Knotengebiete n˜/N als Funktion
der Zustandsnummer N jeweils fu¨r das RPWS-Modell (links) und fu¨r
die Wellenfunktionen des Barrierenbillards. Die durchgezogene Gerade
ist die Vorhersage des Perkolationsmodells fu¨r die Konstante a, die
gestrichelte Gerade ist an die Datenpunkte angepasst.
Vorhersage des Perkolationsmodells, die durch eine durchgezogene Gerade ange-
deutet ist, erkennen. Die gestrichelte Gerade zeigt den Mittelwert 0.048 an. Im
Gegensatz dazu fluktuiert die Anzahl der Knotengebiete fu¨r das Barrierenbillard
um den Mittelwert 0.026 und weist fu¨r die im Experiment zuga¨nglichen Zustands-
nummern (bis 700) kein Konvergenzverhalten auf. Es la¨sst sich daraus schließen,
dass der Wert der Konstante a zwischen dem Wert aus der Anpassung (6.13) an
die reskalierte Anzahl aller Knotengebiete und dem Mittelwert der reskalierten
Anzahl der inneren Knotengebiete liegt, also 0.026 < a < 0.041.
Das Perkolationsmodell liefert fu¨r chaotische Wellenfunktionen auch eine Vorher-
sage fu¨r die Ha¨ufigkeitsverteilung der Fla¨chen der Knotengebiete
P (s/smin) ∝
(
s
smin
)τ
, (6.14)
wobei τ = 187/91 ist und smin = π (j1/k)
2 die kleinstmo¨gliche Fla¨che eines Kno-
tengebiets fu¨r ein gegebenes k. In doppellogarithmischer Auftragung ist dies eine
Gerade mit der Steigung τ . Der linke Teil von Abb. 6.7 zeigt die u¨ber sa¨mtliche
Wellenfunktionen gemittelte Ha¨ufigkeitsverteilung der Fla¨chen der Knotengebie-
te fu¨r RPWS-Wellenfunktionen und rechts dasselbe fu¨r das Barrierenbillard. Die
Mittelung wurde durchgefu¨hrt, indem fu¨r jede Wellenfunktion eine auf eins nor-
mierte Fla¨chenverteilung ausgerechnet und dann eine Mittelung u¨ber alle Vertei-
lungen durchgefu¨hrt wurde. Erstaunlicherweise liefern die beiden Verteilungen –
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Abb. 6.7: Die u¨berN gemittelte Ha¨ufigkeitsverteilung der normierten Fla¨chen der
Knotengebiete s/smin links fu¨r RPWS und rechts fu¨r Wellenfunktionen
des Barrierenbillards. Die durchgezogene Gerade hat eine Steigung von
187/91.
fu¨r RPWS und Barrierenbillard – denselben Wert fu¨r τ wie die Vorhersage des
Perkolationsmodells (Gl. (6.14). Interessant ist hierbei die folgende Feststellung:
Wa¨hrend das Perkolationsmodell die Verteilung der Fla¨chen der Knotengebiete
richtig beschreibt, gibt es den Skalierungsfaktor a fu¨r die Anzahl der Knotenge-
biete nicht korrekt wieder.
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6.4 Diskussion der Eigenschaften der Knoten-
gebiete und Ausblick
Die Eigenschaften der klassischen Dynamik und die Fluktuationen der Energieei-
genwerte des Barrierenbillards liegen zwischen denen fu¨r chaotische und regula¨re
Systeme. Im Gegensatz hierzu zeigen die statistischen Eigenschaften der Wel-
lenfunktionen, wie z. B. die Ha¨ufigkeitsverteilungen der Amplituden oder der
Fla¨chen der Knotengebiete der Wellenfunktionen, na¨hezu ein a¨hnliches Verhalten
wie die Wellenfunktionen chaotischer Systeme. Der Skalierungsfaktor a fu¨r die
Anzahl der Knotengebiete zeigt ein Verhalten, das nicht zwischen dem von chao-
tischen Systemen (a = 0.0624) und dem des regula¨ren Rechtecks (a = 0.41) liegt,
sondern ergibt 0.026 < a < 0.041. Um herauszufinden, ob diese Eingrenzung
von a generisch fu¨r pseudointegrable Systeme ist, sind weitere experimentelle
und numerische Untersuchungen an anderen pseudointegrablen Polygonbillards
notwendig.
Die Anwesenheit der Superscars spiegelt sich in den Eigenschaften der Knotenge-
biete wider. Die Ausdehnung der Knotengebiete in der Querrichtung zum Kanal
periodischer Bahnen ist deutlich gro¨ßer als entlang des Kanals (s. z. B. Abb. 5.8a),
dies fu¨hrt zu den stark ausgepra¨gten langreichweitigen (u¨ber eine Wellenla¨nge)
Korrelationen entlang einer Richtung, so dass das Perkolationsmodell in der in [29]
gegebene Form vermutlich nicht mehr anwendbar ist, sondern im Modell diese
Korrelationen beru¨cksichtigt werden mu¨ssen.
Ein direkterer Zugang zu dem Problem der geringen Anzahl der Knotengebiete
ist die Untersuchung der Anzahl der Knotengebiete direkt mit den konstruier-
ten Superscar-Zusta¨nden. Das Muster der Knotengebiete fu¨r die konstruierten
Superscars, deren Kana¨le die ganze Billardfla¨che abdecken, und der gemessenen
Wellenfunktionen (s. Abb. 5.8.c) ist fast identisch. Es ist denkbar, dass man einen
analytischen Ausdruck fu¨r die Anzahl der Knotengebiete herleiten oder numerisch
einen Grenzwert bestimmen kann.
Die Ergebnisse der voliegenden Arbeit bezu¨glich der statistischen Eigenschaften
der Wellenfunktionen des Barrierenbillards sind neu und noch nicht in Facharti-
keln diskutiert. Es existiert kein in der Fachliteratur beschriebenes Modell fu¨r die
Statistik von Knotengebieten der Wellenfunktionen pseudointegrabler Billards.
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Somit steht in dieser Richtung der Erforschung wellenmechanischer Pha¨nomene
noch viel Arbeit bevor.
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